
第二章：賦距空間與賦範空間的拓撲

習題 2.1：令 (M, d)為賦距空間。定義

d′(x, y) = d(x, y)
1 + d(x, y)

, ∀x, y ∈ M.

證明 (M, d′)也是個賦距空間。我們注意到，賦距空間 (M, d′)是有界的，因為對於所有 x, y ∈
M，我們有 0 ⩽ d′(x, y) < 1。

習題 2.2：令 n ⩾ 0為整數並且固定兩兩相異的實數 a0, . . . , an ∈ R。令 Rn[X]為度數至多為 n

的實係數多項式所構成的向量空間，也就是說

Rn[X] =
{ n∑

k=0
akXk : ak ∈ R, 0 ⩽ k ⩽ n

}
.

定義
‖P‖ := max

0⩽i⩽n
|P (ai)|, ∀P ∈ Rn[X].

證明 ‖·‖是個在 Rn[X]上的範數。

習題 2.3：檢查定義在範例 2.1.9 (a)及 (b)中的函數 ‖·‖1、‖·‖2以及 ‖·‖∞的確是K[X]上的範數。

習題 2.4：在歐氏空間 (V, 〈·, ·〉)上，我們定義

‖x‖ =
√

〈x, x〉, ∀x ∈ Rn.

固定 x, y ∈ V。

(1) 解釋為什麼 λ 7→ ‖x + λy‖2是個非負函數。

(2) 推得柯西不等式：|〈x, y〉| ⩽ ‖x‖ ‖y‖。

(3) 證明三角不等式：‖x + y‖ ⩽ ‖x‖ + ‖y‖。
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習題 2.5：令 (V, ‖·‖)為賦範空間。

(1) 假設範數 ‖·‖是可以由內積定義的，見命題 2.1.12。證明此範數會滿足平行四邊形恆等式：

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 , ∀x, y ∈ V. (2.1)

(2) 假設範數 ‖·‖ 滿足 (2.1)中的平行四邊形恆等式，證明 V 是個歐氏空間，也就是說，存在內
積 〈·, ·〉使得範數 ‖·‖是藉由內積透過命題 2.1.12中的方式所得到。我們可以考慮

〈x, y〉 := 1
4(‖x + y‖2 − ‖x − y‖2) = 1

2(‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2), x, y ∈ V.

(3) 在向量空間 C([0, 1],R)上賦予範數 ‖·‖∞會是個歐氏空間嗎？

習題 2.6：在 R2，畫出不同範數定義出來的置中單位閉球：

N1(x1, x2) = |x1| + |x2|, N2(x1, x2) =
√

x2
1 + x2

2, 以及 N∞(x1, x2) = max |x1|, |x2|,

並描述這些不同單位閉球之間的包含關係。

習題 2.7：證明在賦範空間中，開球的閉包會是閉球。換句話說，我們想要證明在給定的賦範空
間 V 中，對於任意 a ∈ V 及 r > 0，我們有 B(a, r) = B(a, r)。

習題 2.8【問題 2.1.26】：敘述「任意多個閉集的聯集仍是閉集」是否為真？如果是，請證明此
敘述；如果不是，請給出一個反例。

習題 2.9：證明在 R中，除了空集合∅以及全空間 R，任意其他子集合無法同時是開集與閉集。
在 R2中有類似的敘述嗎？

習題 2.10：令 (M, d)為賦距空間且 A ⊆ M 為閉子集合。證明 A可以寫作可數無窮多個開集的
交集。

習題 2.11：令 A ⊆ M 及 x ∈ M。則下列性質等價：

(1) x ∈ Å。

(2) 存在 ε > 0使得 B(x, ε) ⊆ A。

習題 2.12：令 (M, d)為賦距空間以及 A ⊆ M 為子集合。使用雙重包含方式來證明

int A = M\ cl(M\A) 且 int(M\A) = M\ cl(A).
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習題 2.13：令 (M, d)為賦距空間。考量兩個M 的子集合 A及 B 使得 int A = int B = ∅。

(1) 證明如果 A在M 中是個閉集，則 int(A ∪ B) = ∅。

(2) 請給一個滿足 int(A ∪ B) = M 的例子。

習題 2.14：令 (M, d)為賦距空間且 A ⊆ M 為子集合。

(1) 證明如果 A是個開集，則 int(∂A) = ∅。

(2) 我們什麼時候會有 int(∂A) = M？

習題 2.15 ：令 (M, d) 為賦距空間且 A ⊆ M 為子集合。證明 ∂A = A ∩ M\A 並由此推得
∂A = ∂(M\A)。

習題 2.16：令A及B為賦距空間 (M, d)的子集合。假設A∩B = ∅。證明 ∂(A∪B) = ∂A∪∂B。

習題 2.17：令 (M, d)為賦距空間。考慮集合 I以及由 I中元素所標記的M 的子集合族 (Ai)i∈I。

(1) 假設 I 是有限的，例如 I = {1, . . . , n}對於某個整數 n ⩾ 1。證明

int
( ⋂

i∈I

Ai

)
=

⋂
i∈I

(int Ai).

(2) 假設 I 是無窮的。證明
int

( ⋂
i∈I

Ai

)
⊆

⋂
i∈I

(int Ai).

(3) 請找出一個例子使得 (2)中的等式不成立。

(4) 在不對 I 加上任何額外假設的情況下，證明⋃
i∈I

(int Ai) ⊆ int
( ⋃

i∈I

Ai

)
.

(5) 請找出一個 I 為有限的例子，使得 (4)中的等式不成立。

習題 2.18：令 (M, d)為賦距空間且 S ⊆ T ⊆ U 為M 的子集合。假設 S 在 T 中是稠密的，且 T

在 U 中是稠密的，證明 S 在 U 中也會是稠密的。

習題 2.19：給定賦距空間 (M, d)。如果存在可數子集合 A ⊆ M 使得他在M 中是稠密的，則我
們說M 是可分 (separable)的。證明任意歐氏空間 Rn是可分的。
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習題 2.20：課程中，我們證明了 Bolzano–Weierstraß定理（定理 2.2.5），在證明中，我們把 Rn

看作是個歐氏空間，也就是說他的距離是被歐氏範數所給定的。如果我們在 Rn 上考慮由其他範
數所給出的距離，例如 ‖·‖1 或 ‖·‖∞，此定理是否仍然成立？那如果我們考慮的距離是離散距離
d(x, y) = 1x 6=y 呢？

習題 2.21：我們以遞迴方式，定義在 R中的子集合序列：

C0 = [0, 1], Cn+1 = 1
3Cn ∪ (1

3Cn + 2
3), ∀n ⩾ 0.

令 C := ∩n⩾0Cn。

(1) 證明對於所有 n ⩾ 0，子集合 Cn是個閉集，且 Cn+1 ⊆ Cn。

(2) 證明可數交集 C 非空。

給定 x ∈ [0, 1]，我們可以定義他的三進位展開：

x = 0.x1x2x3 · · · =
∑
k⩾1

xk3−k, (2.2)

其中對於所有 k ⩾ 1，我們有 xk ∈ {0, 1, 2}。我們注意到，這個展開式未必有唯一性。

(3) 在此問題中，我們想要證明 C 是不可數的。
(a) 證明若 x ∈ C，則存在 x的三進位展開式 (2.2)，使得對於所有 k ⩾ 1，我們會有 xk = 0
或 2。

(b) 給定 x ∈ [0, 1]，並假設在 x 的三進位展開式 (2.2) 中，對於所有 k ⩾ 1，我們會有
xk = 0或 2。證明 x ∈ C。

(c) 對於哪些 x ∈ C，他的三進位展開會是不唯一的？
(d) 總結。

(4) 給定 0 ⩽ a < b ⩽ 1，試問 C ∩ [a, b]在 [a, b]中是稠密的嗎？

給定 [0, 1]中的線段 I = [a, b]，我們定義他的長度為 ℓ(I) := b − a。給定 n ⩾ 1個 [0, 1]中兩兩互
斥的線段 (Ii = [ai, bi])1⩽i⩽n，我們定義 I := ∪n

i=1Ii 的長度為 ℓ(I) :=
∑n

i=1 ℓ(Ii)。給定 [0, 1]中的
子集合 A，如果

inf{ℓ(I) : A ⊆ I = tn
i=1Ii, n ⩾ 1, Ii為線段} = 0,

則我們說他的長度為 0，其中 t代表著我們考慮的是互斥線段構成的聯集。

(5) 對於所有 n ⩾ 0，求 ℓ(Cn)，並證明 C 的長度為 0。

這裡我們構造出來的 C 稱作 Cantor集合，是個 [0, 1]中的非空不可數閉集，長度為 0，所以並不
包含任何區間。
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習題 2.22：令 (M, d)為賦距空間且 S ⊆ M 為開子集合。對於任意子集合 A ⊆ S，證明若且唯若
A在M 中是個開集，則 A在 S 中也是個開集。

習題 2.23：如同在範例 2.3.2所提到的，在空間 (0, 1]上，我們可以考慮由賦距空間 (R, | · |)所誘
導出來的拓撲。此外，我們也能在 (0, 1]上定義距離 d為：

d(x, y) =
∣∣∣ 1
x

− 1
y

∣∣∣, ∀x, y ∈ (0, 1].

(1) 令 x ∈ (0, 1]及 ε > 0。令 B = B|·|(x, ε)為由 | · |當作距離定義出來，中心在 x且半徑為 ε的
球。證明對任意 y ∈ B，我們能找到 ε′ > 0使得

Bd(y, ε′) ⊆ B = B|·|(x, ε).

(2) 證明在 ((0, 1], d)中的開球也是 ((0, 1], | · |)中的開球。

(3) 請總結為什麼賦距空間 ((0, 1], | · |)及 ((0, 1], d)是拓撲等價的；換句話說，證明若且唯若一
個集合 A在其中一個空間中是開集，那麼他在另一個空間中也是開集。

(4) 賦距空間 ((0, 1], d)是完備的嗎？那 ((0, 1], | · |)呢？

習題 2.24：令 M 為集合，並賦予他兩個距離 d及 d′。假設賦距空間 (M, d)與 (M, d′)拓撲等
價，也就是說其中一個空間中的開集，也是另一個空間中的開集。證明如果序列 (an)n⩾1 在
(M, d)中收斂，則他也會在 (M, d′)中收斂。

習題 2.25 ：令 M 為集合，並賦予他兩個均勻等價的距離 d 及 d′。證明若且唯若一個序列在
(M, d)中是柯西的，則他在 (M, d′)也是柯西的。

習題 2.26：令 (M, d)為賦距空間且 C為由M中所有柯西序列所構成的集合。函數 δ : C×C → R+

定義如下：對於 U = (un)n⩾1以及 V = (vn)n⩾1 ∈ C，令

δ(U, V ) = lim
n→∞

d(un, vn).

(1) 證明 δ定義良好，具有對稱性，且滿足三角不等式。

(2) 如果 U = (un)n⩾1、V = (vn)n⩾1 及 S = (sn)n⩾1 在 C 裡面且滿足 δ(U, V ) = 0及 δ(V, S) =
0，請檢查 δ(U, S) = 0。

(3) 令 U = (un)n⩾1、U ′ = (u′
n)n⩾1、V = (vn)n⩾1 以及 V ′ = (v′

n)n⩾1 為滿足下列條件的序列：
δ(U, U ′) = 0及 δ(V, V ′) = 0。證明 δ(U, V ) = δ(U ′, V ′)。

在第 3.3節中我們會看到，上述的步驟是把 (M, d)完備化所需要檢查的幾個基本性質。
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習題 2.27：請找出下列序列的上極限和下極限。不要忘記解釋你如何求出這些結果的。

an = (−1)n

n
, bn = cos(n), cn = 1

sin(n)
, dn = n2 + 2n + 1

n(n + cos(n))
.

習題 2.28：請找出 R中的序列 (an)n⩾1 使得 lim infn→∞ an = 0、lim supn→∞ an = 1且對於任意
數字 x ∈ [0, 1]來說，他會是 {an : n ⩾ 1}的匯聚點。

習題 2.29 ：給定有界序列 (xn)n⩾1 滿足 limn→∞(xn+1 − xn) = 0。證明任意介於 ℓ :=
lim infn→∞ an及 L := lim supn→∞ an之間的點都會是 {an : n ⩾ 1}的匯聚點。

習題 2.30：令 (an)n⩾1為正實數構成的序列。令 ε ∈ (0, 1)並假設存在 N0 ⩾ 1使得
1 + an+1

an
⩽ 1 + 1 − ε

n
, ∀n ⩾ N0. (2.3)

(1) 證明對於任意正整數 k ⩾ 1，我們有

aN0+k ⩽
k−1∏
i=0

(
1 + 1 − ε

n + i

)
aN0 − k.

(2) 證明對於所有 x ⩾ 0，我們有 1 + x ⩽ ex。

(3) 證明 an −−−→
n→∞

−∞並總結為什麼式 (2.3)無法成立。

(4) 推得下列不等式：
lim sup

n→∞

(1 + an+1
an

)n
⩾ e.

(5) 是否存在正實數序列 (an)n⩾1能讓上面的不等式變成等式呢？

習題 2.31：令 (an)n⩾1為正實數構成的序列。

(1) 證明下列不等式：

lim inf
n→∞

an+1
an

⩽ lim inf
n→∞

(an)1/n ⩽ lim sup
n→∞

(an)1/n ⩽ lim sup
n→∞

an+1
an

.

(2) 找到序列 (an)n⩾1能夠讓上面的三個不等式都變成嚴格不等式。

(3) 證明如果 an+1
an
的極限存在，那麼 (an)1/n的極限也會存在，而且我們有

lim
n→∞

an+1
an

= lim
n→∞

(an)1/n.

(4) 序列 an = (n!)1/n

n 是否有極限？如果有的話，請求他的值。
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習題 2.32：令 a = (an)n⩾1為取值在 R中的序列。證明下列性質是等價的。

(i) a在 R中沒有任何收斂子序列。

(ii) 任何 a的子序列是沒有界的。

(iii) 當 n → ∞，我們有 |an| −−−→
n→∞

+∞。

習題 2.33：令 (V, ‖·‖)為賦範向量空間及 f : E → E 為定義如下的函數：

∀x ∈ V, f(x) = x

1 + ‖x‖
.

(1) 證明 f 是 V 與 B(0, 1)之間的雙射函數。

(2) 證明 f 及 f−1為連續函數。

習題 2.34：令 (X, dX)與 (Y, dY )為賦距空間，f : X → Y 為函數。證明下列性質等價。

(i) f 是連續函數。

(ii) 對於任意子集合 B ⊆ Y，我們有 f−1(B) ⊆ f−1(B)。

(iii) 對於任意子集合 B ⊆ Y，我們有 f−1(int(B)) ⊆ int(f−1(B))。

(iv) 對於任意子集合 A ⊆ X，我們有 f(A) ⊆ f(A)。

習題 2.35：令 (V, ‖·‖)為定義在域 K = R或 C上的賦範空間。證明下面兩個函數是連續的：

E × E → E

(x, y) 7→ x + y
以及 K × E → E

(λ, x) 7→ λx
.

習題 2.36：令 f : R → R為滿足下列條件的連續函數：

∀x, y ∈ R, f
(x + y

2

)
= 1

2
(f(x) + f(y)).

(1) 證明集合 D{p · 2−n : p ∈ Z, n ∈ N0}在 R中是稠密的。

(2) 證明 f(0) = f(1) = 0蘊含 f ≡ 0。

(3) 由上面結果總結存在 a, b ∈ R使得 f(x) = ax + b。
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習題 2.37：令 (M, d)為賦距空間且 A, B ⊆ M 為兩個互斥非空閉子集合。考慮函數

φ : M → R
x 7→ d(x, A) − d(x, B).

(1) 證明 φ在M 上是連續的。

(2) 證明對於 x ∈ A，我們有 φ(x) < 0，以及對於 x ∈ B，我們有 φ(x) > 0。

(3) 推得存在兩個互斥開集 U, V 滿足 A ⊆ U 及 B ⊆ V。

習題 2.38：在賦距空間 (M, d)中，考慮閉集 F 及開集 U 使得 F ⊆ U。證明存在開集 V 滿足

F ⊆ V ⊆ V ⊆ U.

習題 2.39：證明不存在連續函數 f : R → R滿足 f(Q) ⊆ R\Q和 f(R\Q) ⊆ Q。提示：見下方1。

習題 2.40：考慮向量空間 V = C([0, 1],R)並賦予範數 ‖·‖∞。證明函數 f 7→ infx∈[0,1] f(x)是連
續的。

習題 2.41：請找出賦距空間 (M1, d1)、(M2, d2)以及 (M2, d′
2)的例子，使得他們滿足：

• (M2, d2)和 (M2, d′
2)是拓撲等價的；

• 存在函數 f : (M1, d1) → M2使得當我們在M2上賦予距離 d2時，f 是均勻連續的；但當我
們在M2上賦予距離 d′

2時，他不是均勻連續的。

你可以從習題 2.23中得到靈感。

習題 2.42：令 X 與 Y 為賦距空間以及 f : X → Y。我們把下列集合稱作 f 的圖 (graph)：

Γf := {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)}.

(1) 證明如果 f 是連續的，那麼 Γf 在 X × Y 中是個閉集。

(2) 找出範例使得 Γf 在 X × Y 中是閉集，但 f 不是連續的。

(3) 證明若且唯若 f 是連續函數，則下列映射會是同胚的：

X → Γf

x 7→ (x, f(x))
.

1使用 R裡面的中間值定理，以及任何 R的非空區間皆包含不可數無窮多個點。
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習題 2.43：

(1) 證明開集 (−1, 1) ⊆ R與 R是同胚的，並且將 f : (−1, 1) → R記為他們之間的一個同胚函
數。

(2) 令 (an)n⩾1為 (−1, 1)中的收斂序列。序列 (f(an))n⩾1是否也會收斂呢？

(3) 令 (an)n⩾1為 (−1, 1)中的柯西序列。序列 (f(an))n⩾1是否也是柯西序列？

習題 2.44：令 n ⩾ 1以及賦範空間 (V1, φ1), . . . , (Vn, φn)。考慮積空間 V = V1 × · · · × Vn並在 V

上定義下列函數：

N1(x) =
n∑

i=1
φi(xi), 以及 N2(x) =

√√√√ n∑
i=1

φi(xi)2, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ V.

證明 N1及 N2是 V 上的範數。

習題 2.45：檢查在註解 2.6.3中定義出來的 D1及 D2的確是在積空間上的距離。

習題 2.46：給定可數無窮多個賦距空間 ((Mn, dn))n⩾1，並假設他們是均勻有界的，也就是說

∃A > 0, ∀n ⩾ 1, δ(Mn) < A.

我們定義積空間M =
∏

n⩾1 Mn。在M × M 上我們定義下列函數：

d(x, y) =
∑
n⩾1

2−ndn(xn, yn), ∀x, y ∈ M.

證明 d會是M 上的距離。

習題 2.47：令 U = {z ∈ C : |z| = 1}。

(1) 證明對於任意 z0 ∈ U，子集合 U\{z0}是連通的。（提示：證明他是弧連通的。）

(2) 構造從 [0, 1)到 U的連續雙射函數。

(3) 證明不存在從 U到 [0, 1]的連續雙射函數。

(4) 由上推得 U和 [0, 1]不是同胚的。

習題 2.48：令 (M, d)為賦距空間，A與 B 為M 的子集合。假設 B 是連通得，且 A滿足

B ∩ int(A) 6= ∅ 以及 B ∩ int(M\A) 6= ∅.

證明 B ∩ ∂A 6= ∅。
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習題 2.49【問題 2.7.10】：令 (Ci)i∈I 由可數多個連通子集合所構成，也就是說存在 p ⩾ 1使得
I = {1, . . . , p}，或是說 I = N。假設對於所有 i ∈ I , i 6= 1，我們有 Ci−1 ∩ Ci 6= ∅。請修改命
題 2.7.8中的步驟，證明 C = ∪i∈ICi是連通的。

習題 2.50：令 (M, d)為賦距空間，證明下列性質等價。

(i) (M, d)是連通的。

(ii) 任何M 的非空嚴格子集合，其邊界皆是非空。

(iii) 任何定義在 M 上的實連續函數皆滿足中間值定理；換句話說，對於任意連續函數 f :
(M, d) → (R, | · |)，如果 x ∈ R滿足 f(a) < x < f(b)，其中 a, b ∈ M，那麼 x ∈ f(M)。

習題 2.51 ：令 A 及 B 為兩個連通得賦距空間。令 X ⊊ A 及 Y ⊊ B 為嚴格子集合。證明
C := (A × B)\(X × Y )在 A × B 中是連通的。為什麼我們需要假設 X 及 Y 為嚴格子集合呢？

習題 2.52：令 A ⊆ R2定義如下：

A := {(0, 0)} ∪ {(x, sin(1/x)) : x ∈ (0, 1]}.

我們也定義
A′ := {(x, sin(1/x)) : x ∈ (0, 1]}.

(1) 證明 A′是弧連通的，並推得他是連通的。

(2) 證明 A不是弧連通的。

(3) 求 A′並推得 A是連通的。

習題 2.53：在此習題中，我們會區分兩個「等勢集合」以及「同胚集合」的概念。

(1) 給定兩個互斥集合 A及 B，證明 P(A) × P(B) ∼ P(A ∪ B)。

(2) 我們已知 R ∼ P(N)，由此推得 R2 ∼ R。

(3) 證明不存在從 R2到 R的連續雙射函數。
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習題 2.54：令 (M, d)為連通的賦距空間以及 A ⊆ M 為 M 的閉子集合。假設邊界 ∂A是連通
的。令 f : A → D = {0, 1}為連續函數。

(1) 證明 f|∂A是個常數。

不失一般性，我們可以假設 f|∂A ≡ 0。我們定義函數 g : M → D如下：

g(x) =

f(x) 若 x ∈ A,

0 若 x ∈ Ac.

(1) 證明 g−1(∅)、g−1(D)、g−1({0})以及 g−1({1})為M 的閉子集合，由此推得 g是連續的。

(2) 推得 A是連通的。

(3) 如果我們移除「A ⊆ M 是個閉子集合」的假設，性質「A為連通的」是否仍然為真？

習題 2.55 ：令 U = {z ∈ C : |z| = 1} 且 f : U → R 為連續函數。證明存在 z ∈ U 使得
f(z) = f(−z)。
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