
第六章

習題 6.1：令 (V, ‖·‖)為 Banach空間，且 (an)n⩾1為在 V 中的序列。我們定義輔助序列 (mn)n⩾1

如下：
∀n ∈ N, mn = a1 + · · · + an

n
.

我們考慮下面兩個性質。

(i) 序列 (an)n⩾1收斂。

(ii) 序列 (mn)n⩾1收斂。

回答下面的問題。

(1) 證明如果 (i)成立且極限為 ℓ，那麼 (ii)也會成立且有相同的極限。

(2) 找出一個例子使得 (ii)成立，但是 (i)不會成立。

(3) 給定非負實數序列 (wn)n⩾1使得∑
wn會發散。定義

∀n ∈ N, m′
n = w1a1 + · · · + wnan

w1 + · · · + wn
.

如果我們性質 (ii)改成下面這個性質 (ii’)序列 (m′
n)n⩾1會收斂，那麼 (i)還是會蘊含 (ii’)嗎？

習題 6.2：令 (V, ‖·‖)為非空有限維度賦範向量空間。令 (an)n⩾1為在 V 中的序列，且 (rn)n⩾1為
在 R∗

+中的序列，滿足
∀n ∈ N, B(an+1, rn+1) ⊆ B(an, rn).

(1) 證明
∀n ∈ N, ‖an+1 − an‖ ⩽ rn − rn+1.

(2) 證明序列 (an)n⩾1會收斂。

(3) 證明 ⋂
n⩾1 B(an, rn)是顆閉球。找出他的中心和半徑。
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習題 6.3：令 a ∈ C以及

A = 1
2

 1 a

0 1

 .

(1) 證明對於 n ∈ N，我們有

An = 1
2

I + a

2
J, 其中 J =

 0 1
0 0

 .

(2) 找出一般項為 An的級數的行為。

習題 6.4：令 (an)n⩾1為遞減非負實數序列。證明如果∑
un收斂，那麼我們會有 un = o( 1

n)。

習題 6.5 ：令 ∑
n un 和 ∑

n vn 為兩個會收斂、且一般項非負的級數。求級數 ∑
n

√
unvn 和∑

n max(un, vn)的行為。

習題 6.6：令∑
n un為一般項非負的級數。

(1) 假設∑
n un收斂。證明對於 α > 1，級數∑

n uα
n 收斂。

(2) 假設∑
n un發散。證明對於 α ∈ (0, 1)，級數∑

n uα
n 發散。

習題 6.7：令 (un)n⩾1為一般項非負的級數。對於 n ⩾ 1，令 vn = un
1+un

。

(1) 證明函數 x 7→ x
1+x 在 [0, +∞)上是遞增的。

(2) 證明級數∑
n un和∑

n vn有相同的行為。

習題 6.8：令 (un)n⩾1為一般項非負的級數。證明級數∑
n un和∑

n 2nu2n 有相同的行為。

習題 6.9：使用比較定理（命題 6.2.2以及定理 6.2.3）找出下列級數∑
un 的行為，其中一般項

un 是被不同的式子所給出的。你也會需要用到習題 6.12中的 Stirling公式。我們固定常數 a ⩾ 0
以及 b, c ∈ R。

(1) un = 3−
√

n,

(2) un = ann!,

(3) un = ne−
√

n,

(4) un = n−1− 1
n ,

(5) un = (n!)3

(3n)! ,

(6) un = ln n
ln(en−2) .

(7) un = an

n! ,

(8) un = an

(2n
n ) .

(9) un = 1 − cos π
n .

(10) un =
(

n
n+1

)n2

.

(11) un = e1/n − a − b
n .

(12) un = cos( 1
n) − a − b

n .
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習題 6.10：令 (un)n⩾0為實數序列，被 u0 > 0以及下面式子所定義：

un+1 = un + u2
n, ∀n ∈ N.

(1) 證明 un −−−→
n→∞

+∞。

(2) 證明
ln un+1
2n+1 − ln un

2n
= o

( 1
2n

)
.

(3) 推得存在K > 1使得 un ∼ K2n。

習題 6.11：令 (un)n⩾0為實數序列，被 u0 = c ∈ R以及下面式子所定義：

un+1 = un + e−un , ∀n ∈ N.

(1) 證明 un −−−→
n→∞

+∞。

(2) 找出 un到 o
(

ln n
n

)
數量級的漸進表示式。

習題 6.12：定義序列
∀n ⩾ 1, Sn =

n∑
k=1

ln k.

(1) 證明對於每個 k ⩾ 2，我們有 ∫ k

k−1
ln t dt ⩽ ln k ⩽

∫ k+1

k
ln t dt.

推得 Sn = n ln n − n + o(n)。

(2) 藉由考慮定義如下的序列 (An)n⩾1：

∀n ⩾ 1, An = Sn − n ln n + n,

證明 An − An−1 ∼ 1
2n 並推得 An ∼ 1

2 ln n。

(3) 令 Dn := Sn − n ln n + n − 1
2 ln n對於 n ⩾ 1。證明 Dn − Dn−1 ∼ − 1

12n2。

(4) 證明當 n → ∞時，Dn收斂到某個 D∞。由此推得存在常數 C > 0滿足

n! ∼ C
(n

e

)n√
n.

(5) 使用 I2n在習題 A1.2中的式子來證明 C =
√

2π。

(6) 證明
n! ∼

√
2πn

(n

e

)n(
1 + 1

12n
+ o

( 1
n

))
.
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習題 6.13：我們的目的是計算級數∑
n⩾1

1
n2 的值。對於 n ∈ N，令 Sn =

∑n
k=1

1
k2 為他的第 n個

部份和。

(1) 請簡短證明對於 α > 1，我們有∑
k⩾n

1
kα

∼ 1
(α − 1)nα−1 , 當 n → ∞.

(2) 令 f : [0, π] → R為 C1函數。證明
∫ π

0
f(t) sin

(
(2n + 1)t

2

)
dt −−−→

n→∞
0.

(3) 考慮函數 An : (0, π] → R定義做

An(t) = 1
2

+
n∑

k=1
cos(kt), ∀t ∈ (0, π].

證明

An(t) =
sin
( (2n+1)t

2
)

2 sin( t
2)

.

(4) 求 a, b ∈ R滿足
∀n ∈ N,

∫ π

0
(at2 + bt) cos(nt) dt = 1

n2 .

接下來，我們把 a和 b固定為這樣的值。

(5) 檢查
∀n ∈ N,

∫ π

0
(at2 + bt)An(t) dt = Sn − π2

6
,

以及 Sn −−−→
n→∞

π2

6 。

(6) 推得
Sn = π2

6
− 1

n
+ o

( 1
n

)
, 當 n → ∞.
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習題 6.14：令 (un)n⩾0為序列，被 u0 = 1以及下面式子所定義：

∀n ∈ N, un+1 = sin un.

(1) 檢查 (un)n⩾0收斂到 0。

(2) 求 un+1
un
和 un+un+1

un
在 n → ∞時的極限。

(3) 求 un−un+1
u3

n
在 n → ∞時的極限。

(4) 證明當 n → ∞時，我們有等價關係
1

u2
n+1

− 1
u2

n

∼ 1
3

.

由此推得 un在 n → ∞時的一個等價關係。

(5) 證明
1

u2
n+1

− 1
u2

n

− 1
3

= u2
n

15
+ o(u2

n).

由此推得

un =
√

3√
n

− 3
√

3
10

ln n

n3/2 + o

(
ln n

n3/2

)
.

習題 6.15：令∑
n⩾1 un 為一般項非負的發散級數。對於所有 n ⩾ 1，我們記 Sn =

∑n
k=1 uk。固

定 α > 1。

(1) 證明對於 n ⩾ 2，我們有
un

Sα
n

⩽
∫ Sn

Sn−1

dt

tα
.

(2) 證明級數∑
n

un
Sα

n
會收斂。

習題 6.16：令 (un)n⩾1為在 Banach空間 (W, ‖·‖)中的數列，以及

λ := lim sup
n→∞

‖un‖1/n ∈ [0, +∞].

證明下列性質。

(1) 如果 λ < 1，那麼級數∑
un會絕對收斂。

(2) 如果 λ > 1，那麼級數∑
un會發散。

(3) 如果 λ = 1，那麼我們無法總結。
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習題 6.17：令 x ∈ C以及 a ∈ R。使用商檢測法（定理 6.3.1）以及根檢測法（定理 6.3.6）來求
下列級數的行為。

(1)
∑ xn

n! .

(2)
∑ xn

(2n
n ) .

(3)
∑ n!

nan .

(4)
∑ na(ln n)n

n! .

(5)
∑ (n!)a

(2n)! .

(6)
∑ ann!

nn .

習題 6.18：令 (un)n⩾1為每項皆嚴格為正的序列，滿足
un+1
un

= 1 + α

n
+ O

( 1
n2

)
, 對於選定的 α ∈ R.

固定 β ∈ R並令
∀n ∈ N, vn = ln((n + 1)βun+1) − ln(nβun).

(1) 對哪些 β 的值會讓級數∑
vn收斂呢？

(2) 對每個這樣的值，證明存在 A > 0使得 un ∼ Anα。

習題 6.19：

(1) 證明級數∑
n

(−1)n
√

n
會收斂。

(2) 證明對於 n → ∞，我們有
(−1)n

√
n + (−1)n

= (−1)n

√
n

− 1
n

+ o
( 1

n

)
.

(3) 下面級數的行為是什麼？ ∑
n

(−1)n

√
n + (−1)n

.

習題 6.20：使用比較定理（定理 6.2.3）以及交錯級數（定理 6.4.2）來求級數∑
un 的性質，其

中一般項 un是由下列不同的表示式所給出的。令 α > β > 0。

(1) un = ln
(
1 + (−1)n

2n + 1

)
, (2) un = (−1)n√

nα + (−1)n
, (3) un = (−1)n√

nα + (−1)nnβ
.
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習題 6.21：

(1) 解釋為什麼交錯級數∑∞
k=0

(−1)k

(2k)! 收斂。他會絕對收斂嗎？

(2) 對於每個 n ∈ N0，考慮部份和

Sn =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
.

證明對於 n ∈ N，我們有

S2n−1 < cos(1) < S2n = S2n−1 + 1
(4n)!

.

(3) 推得 cos(1)是個無理數。

(4) 同理，使用式子 e−1 =
∑∞

k=0
(−1)k

k! 來證明 e是個無理數。

習題 6.22：令 (un)n⩾0 為每項皆嚴格為正，且遞減到 0的序列。考慮交錯級數∑
n⩾0(−1)nun，

根據定理 6.4.2，他是個收斂級數。我們回顧餘項的定義：

∀n ∈ N0, Rn =
∞∑

k=n+1
(−1)kuk.

假設下列條件成立：

∀n ∈ N0, un+2 − 2un+1 + un ⩾ 0 以及 lim
n→∞

un+1
un

= 1.

(1) 證明對於每個 n ⩾ 0，我們有 |Rn| + |Rn+1| = un+1。

(2) 證明序列 (|Rn|)n⩾0是遞減的。

(3) 推得下面等價關係：
Rn ∼ (−1)n+1un

2
, 當 n → ∞.

(4) 把這個結果用在交錯級數∑
n⩾1

(−1)n+1

n 上，以給出他部份和的漸進式。提示：此級數的極
限是已知的，見範例 6.4.4。

習題 6.23：

(1) 證明下面這兩個發散序列的柯西積

(−1 − 2 − 2 − 2 − 2 − · · · )(−1 + 2 − 2 + 2 − 2 + · · · )

會絕對收斂。

(2) 考慮交錯級數∑
n⩾0

(−1)n
√

n+1。證明他和自己的柯西積會發散。
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習題 6.24：這個習題是定理 6.6.3的推廣。令∑
n⩾0 an 為絕對收斂級數以及∑

n⩾0 bn 是個收斂級
數，並假設他們的項都在完備賦範代數 (A, ·, | · |)裡面。他們的柯西積是由級數∑

n⩾0 cn所給定，
定義做

∀n ∈ N0, cn =
n∑

k=0
akbn−k.

證明級數∑
cn會收斂，且他的和等於

∑
n⩾0

cn =
(∑

p⩾0
ap

)(∑
q⩾0

bq

)
.

習題 6.25：考慮雙下標序列 (um,n)m,n⩾1，定義做：

∀m, n ⩾ 1, um,n =
(
1 + 1

m

)n
.

(1) 求迭代極限 limn→∞ limm→∞ um,n和 limm→∞ limn→∞ um,n。

(2) 序列 (um,n)m,n⩾1的極限是否存在？那 (un,n)n⩾1的極限呢？

習題 6.26：對於實數 k > 1，我們可以定義黎曼 ζ 函數如下：

ζ(k) =
∞∑

n=1

1
nk

.

(1) 簡單解釋為什麼當 k > 1時，級數 ζ(k)會是定義良好的。

(2) 證明下列關係式：
∞∑

k=2
(ζ(k) − 1) = 1.

(3) 證明下列關係式：
∞∑

k=2

ζ(k) − 1
k

= 1 − γ, 其中 γ = lim
n→∞

[
n∑

k=1

1
k

− ln n

]
.

習題 6.27：令 (um,n)m,n⩾1 為在 Banach空間 (W, ‖·‖)中的雙下標序列。他所對應到的雙下標級
數∑

m,n um,n會是雙下標序列 (sm,n)m,n⩾1，定義做

∀m, n ⩾ 1, sm,n =
m∑

i=1

n∑
j=1

ui,j .

如果極限 limm,n→∞ sm,n 定義良好，則我們說雙下標級數 ∑
m,n um,n 會收斂；如果極限

limm,n→∞
∑m

i=1
∑n

j=1 ‖ui,j‖定義良好，則我們說雙下標級數∑
m,n um,n會絕對收斂。
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(1) 證明迭代級數∑
m(
∑

n ‖um,n‖)會收斂，若且唯若雙下標級數∑
m,n um,n會絕對收斂。

(2) 如果雙下標級數∑
m,n um,n會絕對收斂，證明他也會收斂。

(3) 假設雙下標級數∑
m,n um,n會絕對收斂。我們定義

∀n ⩾ 2, cn =
n−1∑
i=1

ui,(n−1) = u1,(n−1) + u2,(n−2) + · · · + u(n−1),1.

證明級數∑
n cn也會絕對收斂，而且我們有∑

n⩾2
cn =

∑
m,n⩾1

um,n.

(4) 令 (um,n)m,n⩾1為雙下標序列，定義做：

∀m, n ⩾ 1, um,n =


+1 若m − n = 1,

−1 若m − n = −1,

0 其他情況.

(a) 證明兩個迭代級數∑
n(
∑

m um,n)和∑
m(
∑

n um,n)都會收斂，但極限不相同。
(b) 證明雙下標級數∑

m,n um,n不會收斂。
(c) 證明極限 limn→∞ sn,n存在。

(5) 證明如果對應到序列 (um,n)m,n⩾1 的雙下標級數和其中一個迭代級數都收斂，那麼這兩個極
限會相等。

(6) 證明雙下標級數的收斂性不會蘊含迭代級數的收斂性。

(7) 證明雙下標級數的收斂性不會蘊含對於每個m ⩾ 1，我們有 limn→∞ um,n = 0。

習題 6.28：令 un = (−1)n

n 對於 n ∈ N。

(1) 證明∏
n⩾2(1 + un)收斂且極限為 1。

(2) 級數∑
n⩾2 un會收斂、絕對收斂，或條件收斂嗎？

習題 6.29：令 (un)n⩾1為定義如下的序列：

∀n ∈ N, u2n−1 = − 1√
n

, u2n = 1√
n

+ 1
n

.

(1) 證明∏
n⩾2(1 + un)收斂到非零極限。

(2) 級數∑
n⩾2 un會收斂、絕對收斂，或條件收斂嗎？
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習題 6.30：令 (an)n⩾1為實數序列滿足 an > −1對於所有 n ∈ N。

(1) 證明如果級數∑∞
n=1 an會絕對收斂，那麼無窮積∏∞

n=1(1 + an)會收斂。

(2) 假設級數∑
n⩾1 an 會收斂。證明無窮積 ∏

(1 + an)會收斂若且唯若級數∑∞
n=1 a2

n 會收斂。
提示：如下1。

習題 6.31：解釋下列無窮積的收歛性，並證明他們的極限。

(1)
∞∏

n=1

(
1 − 1

n2

)
= 1

2
. (2)

∞∏
n=1

(
1 − 1

4n2

)
= 2

π
.

習題 6.32：對於 n ⩾ 2，令 Pn =
∏n

k=2

(
1 + (−1)k

√
k

)
。證明存在 λ ∈ R使得當 n → ∞時，我們有

Pn ∼ eλ
√

n
。

習題 6.33：令 P 為所有質數所構成的集合。在這個習題中，我們會證明∑
p∈P

1
p 是發散的。

(1) 證明對於 s > 1，我們有
−
∑
p∈P

log
(
1 − 1

ps

)
= log ζ(s).

(2) 推得存在M > 0使得對於任意 s > 1，我們有∣∣∣∣∣ ∑
p∈P

1
ps

− log ζ(s)
∣∣∣∣∣ < M.

(3) 證明當 s → 1+時，我們有 ζ(s) → +∞。

(4) 總結∑
p∈P

1
p 是發散的。

1證明存在正數 A和 B使得如果 |x| < 1
2，則我們有 Ax2 ⩽ x − log(1 + x) ⩽ Bx2。
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