
第
三
章隨機變數的獨立性

第一節 不同的獨立概念
在後面的章節中，我們將討論這學期課程中，最重要的兩個定理：大數定理（定理 4.3.1）及中央
極限定理（定理 4.5.3）。要討論並且敘述這兩個定理前，我們要先定義不同的獨立的概念，其中包
含獨立事件（定義 3.1.1）、獨立 σ代數（定義 3.1.5）以及獨立隨機變數（定義 3.1.6）。

第一小節 獨立事件
在這章節，我們考慮一機率空間 (Ω, A,P)。

設 A, B ∈ A，若
P(A | B) (def)= P(A ∩ B)

P(B)
= P(A). (3.1)

則我們稱 A與 B 為獨立事件 (independent events)獨立概念，換句話說，「知道事件 B 為真，並不
影響 A事件發生的機率」。但要能夠寫出式 (3.1)，我們需要要求 P(B) > 0，且此式子中的條件並不
滿足對稱性，因此我們可以改用下列方式來定義兩個獨立事件的概念：

P(A ∩ B) = P(A)P(B). (3.2)

從式 (3.2)我們也可以注意到，若 A與 B 為獨立事件，則不難驗證

P(Ac ∩ B) = P(B) − P(A ∩ B) = P(B) − P(A)P(B)

= (1 − P(A))P(B) = P(Ac)P(B), (3.3)

所以 Ac與 B 也是獨立事件。

更一般的情況，當我們有多於兩事件，甚至是無窮多個事件的情況下，我們給出下列定義。

定義 3.1.1 ：給定任意集合 I，對於所有 i ∈ I，固定 Ai ∈ A。若對於所有有限的子集合
J ⊆ I，我們有

P
( ⋂

j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P(Aj), (3.4)

則我們說由 I 所標記的事件組 (Ai)i∈I 是獨立的。此外，我們也稱 (Ai)i∈I 為獨立事件 (inde-
pendent events)。
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問題 3.1.2：給定 n個事件 A1, . . . , An ∈ A，試問若只有下列其中一個條件成立，則 A1, . . . , An 是否
會是獨立事件？

• P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) . . .P(An)；
• 對於任何數對 1 ⩽ i < j ⩽ n，我們有 P(Ai ∩ Aj) = P(Ai)P(Aj)。

在當我們只有有限多個事件的情況下，下列命題給了另一個等價於定義定義 3.1.1的條件。

命題 3.1.3：給定事件 A1, . . . , An ∈ A，則下列兩個敘述等價：

(i) 事件 A1, . . . , An為獨立事件；

(ii) 對於每個 1 ⩽ i ⩽ n，選擇 Bi為集合 {∅, Ai, Ac
i , Ω}中的任意事件，我們有

P(B1 ∩ . . . ∩ Bn) = P(B1) . . .P(Bn). (3.5)

證明：首先我們證明 (ii) =⇒ (i)。我們可以注意到，命題中式 (3.5)所要求的條件，比定義 3.1.1中
式 (3.4)所要求的條件還要強；所以當式 (3.5)成立時，式 (3.4)也會成立。更確切的說，在式 (3.5)
中，若 i ∈ J，取 Bi = Ai；反之則取 Bi = Ω，即可以得到式 (3.4)。
再來我們要證明 (i) =⇒ (ii)。若存在 Bi 使得 Bi = ∅，則式 (3.5) 左右兩側皆為 0，得證。
若存在 Bi 使得 Bi = Ω，則在式 (3.5) 的左側，我們可以移除 Bi 而不影響交集；在其右側，
P(Bi) = 1並不影響乘積的結果，因此只需要證明：對於 {1, . . . , n}的任何子集合 {j1, . . . , jp}，
當 Bjk

= Ajk
或是 Ac

jk
時，我們有

P(Bj1 ∩ · · · ∩ Bjp) = P(Bj1) . . .P(Bjp).

要證明這項結果，只需要證明：若 C1, . . . , Cp為獨立事件，則 Cc
1, C2, . . . , Cp也是獨立事件，這

可以透過與式 (3.3)中相似的計算而得到。 □

系理 3.1.4：令 (Ai)i∈I 為獨立事件組。固定子集合 J ⊆ I，並定義

∀i ∈ I, Bi =

Ac
i 若 i ∈ J,

Ai 若 i /∈ J,

則 (Bi)i∈I 也是獨立事件組。

證明：這是使用命題 3.1.3可以得到的直接結果。 □
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第二小節 獨立 σ代數及獨立隨機變數
前面探討的是可測事件的獨立性，接下來我們要討論σ代數的獨立性以及隨機變數的獨立性。

定義 3.1.5：令 B1, . . . , Bn為 n個 A的子 σ代數。若

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) . . .P(An), ∀A1 ∈ B1, . . . , ∀An ∈ Bn,

則說 B1, . . . , Bn為獨立 σ代數 (independent σ-algebras)。

定 義 3.1.6 ：令 X1, . . . , Xn 分 別 為 取 值 在 (E1, E1), . . . , (En, En) 中 的 隨 機 變 數。 若
σ(X1), . . . , σ(Xn) 為獨立 σ 代數，我們說 X1, . . . , Xn 為獨立隨機變數 (independent random
variables)。

註解 3.1.7 ：透過命題 3.1.3 中的 (2)，我們得知若且唯若事件 A1, . . . , An 獨立，則隨機變數
1A1 , . . . ,1An 也是獨立的。

註解 3.1.8： X1, . . . , Xn為獨立隨機變數與下列性質等價：

∀F1 ∈ E1, . . . , ∀Fn ∈ En, P({X1 ∈ F1} ∩ . . . ∩ {Xn ∈ Fn}) = P(X1 ∈ F1) . . .P(Xn ∈ Fn) (3.6)

若 X1, . . . , Xn 分別是值域為 (E1, E1), . . . , (En, En)的隨機變數，則 n元組 (X1, . . . , Xn)是個值域
為 E1 × . . . , En且對 σ代數 E1 ⊗ · · · ⊗ En可測的隨機變數。下面我們有另一種描述獨立隨機變數的方
式。

定理 3.1.9：給定隨機變數 X1, . . . , Xn，則下列三個性質等價。

(i) 隨機變數 X1, . . . , Xn為獨立隨機變數。

(ii) n元組隨機變數 (X1, . . . , Xn)的分佈為隨機變數 X1, . . . , Xn分佈的乘積，也就是說

P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn .

(iii) 對於所有 i ∈ {1, . . . , n}以及任意在 (Ei, Ei)之上的非負可測函數 fi，我們有

E
[ n∏

i=1
fi(Xi)

]
=

n∏
i=1

E
[
fi(Xi)

]
. (3.7)
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註解 3.1.10：若可測函數 fi 未必非負，若對於所有的 i ∈ {1, · · · , n}，我們有 E
[
|fi(Xi)|

]
< ∞，在

此假設情況下，式 (3.7)仍然為真。

註解 3.1.11：我們可以觀察到，若 X1, . . . , Xn 為在可積的獨立隨機變數，則他們的乘積 X1 . . . Xn

仍然可積；但在一般情況下，可積變數的乘積未必是可積的。

證明：我們以下列方式來證明 (i)與 (ii)是等價的。對於所有 i ∈ {1, . . . , n}，令 Fi ∈ Ei。我們有
下列兩個式子：

P(X1,...,Xn)(F1 × · · · × Fn) = P({X1 ∈ F1} ∩ . . . ∩ {Xn ∈ Fn}),

PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn (F1 × · · · × Fn) =
n∏

i=1
PXi(Fi) =

n∏
i=1

P(Xi ∈ Fi).

從上式與式 (3.6)可以得知，若且唯若X1, . . . , Xn為獨立隨機變數，則 P(X1,...,Xn)與 PX1 ⊗ . . . ⊗
PXn 在所有的 F1 × · · · × Fn上有相同的值。單調類引理告訴我們（定理 1.4.1），在積可測空間
上的測度，是被所有 F1 × · · · × Fn所決定，也就是說，獨立性質 P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn

等價。
接著，我們證明 (ii)與 (iii)是等價的。對於所有 1 ⩽ i ⩽ n，我們固定取值在 (Ei, Ei)上的非負
可測函數 fi。我們有

E
[ n∏

i=1
fi(Xi)

]
=
∫

E1×...×En

n∏
i=1

fi(xi)P(X1,...,Xn)(dx1 . . . dxn),

並透過富比尼定理，我們有
n∏

i=1
E
[
fi(Xi)

]
=

n∏
i=1

∫
Ei

fi(xi)PXi(dxi)

=
∫

E1×...×En

n∏
i=1

fi(xi)PX1(dx1) . . .PXn(dxn)

=
∫

E1×...×En

n∏
i=1

fi(xi)PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn (dx1 . . . dxn).

因此我們可以得到等價關係。 □

註解 3.1.12【有限多個獨立隨機變數的構造】：此定理也間接告訴我們如何構造獨立的隨機變數。
考慮實變數的情況，並假設 µ1, . . . , µn 為 R上的機率測度，定理 1.4.1（積測度的構造）以及註解
2.1.11（隨機變數的正則構造），讓我們可以構造值域為 Rn 的隨機變數 Y = (Y1, . . . , Yn)使得他的
分佈為 µ1 ⊗ · · · ⊗ µn。上述定理告訴我們，這樣構造出來的隨機變數 Y 其中的分量 Y1, . . . , Yn是分佈
分別為 µ1, . . . , µn的獨立隨機變數。
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系理 3.1.13：若 X1及 X2為在 L2中且互為獨立的實隨機變數，則我們有 Cov(X1, X2) = 0。

註解 3.1.14：此系理的逆命題是錯的。當兩個隨機變數的變異數為零，我們稱他們互不相關，但這
並不代表他們是獨立的。

問題 3.1.15：構造兩個隨機變數 X 及 Y 使得 Cov(X, Y ) = 0但 X 與 Y 並不獨立。在習題 3.20中，
我們會看到在某特定的條件下，Cov(X, Y ) = 0蘊含 X 與 Y 獨立。

系理 3.1.16：令 X1, . . . , Xn為 n個隨機變數。

(1) 假設對於所有 i ∈ {1, . . . , n}，Xi 是有密度的分佈，將其密度函數記作 pi，並假設
X1, . . . , Xn 為獨立隨機變數。這樣的情況下，(X1, . . . , Xn)是個有密度的分佈，而且其
密度函數可以寫作

p(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1
pi(xi).

(2) 反之，假設 (X1, . . . , Xn)是個有密度的分佈，而且其密度函數可以寫作

p(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1
qi(xi),

其中函數 qi 為 R上的非負可測函數，則 X1, . . . , Xn 為獨立隨機變數，而且對於所有的
i ∈ {1, . . . , n}，Xi 是個有密度的分佈，且存在常數 Ci > 0，使得其密度函數 pi 滿足
pi = Ciqi。

證明：(1)為定理 3.1.9及富比尼定理的應用，因為若 PXi(dxi) = pi(xi) dxi，則我們可以將積測
度寫作

PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn(dx1 . . . dxn) =
( n∏

i=1
pi(xi)

)
dx1 . . . dxn.

接著證明 (2)。對於所有 i ∈ {1, . . . , n}，令 Ki =
∫

qi(x) dx ∈ (0, ∞)。我們首先注意到，富比
尼定理給出

n∏
i=1

Ki =
n∏

i=1

( ∫
qi(x) dx

)
=
∫
Rn

p(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1.

接著，根據命題 2.1.18，我們可以計算 X = (X1, . . . , Xn)的邊緣分佈，也就是說 Xi 的分佈可
以寫作

pi(xi) =
∫
Rn−1

p(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxi−1 dxi+1 . . . dxn =
(∏

j 6=i

Kj

)
qi(xi) = 1

Ki
qi(xi).

從上式我們可以得到 P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn，也就是隨機變數的獨立性。 □
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問題 3.1.17：令 X1, . . . , Xn為實隨機變數，我們有下列等價關係：
(i) X1, . . . , Xn為獨立隨機變數。
(ii) 對於任意 a1, . . . , an ∈ R，我們有 P(X1 ⩽ a1, . . . , Xn ⩽ an) =

∏n
i=1 P(Xi ⩽ ai)。

(iii) 若 f1, . . . , fn為緊緻支撐 (compactly supported)，由 R映射到 R⩾0上的連續函數，則

E
[ n∏

i=1
fi(Xi)

]
=

n∏
i=1

E
[
fi(Xi)

]
.

(iv) X 的特徵函數可以寫作

ΦX(ξ1, . . . , ξn) =
n∏

i=1
ΦXi(ξi).

下列命題是單調類引理的應用，需要點技巧性，但在後續非常實用。

命題 3.1.18：令 B1, . . . , Bn為A的子 σ代數。對於所有 i ∈ {1, . . . , n}，設 Ci ⊆ Bi為一在有限
交集下封閉的子集合，包含元素 Ω且 σ(Ci) = Bi。若

∀C1 ∈ C1, . . . , ∀Cn ∈ Cn, P(C1 ∩ · · · ∩ Cn) = P(C1) . . .P(Cn),

則 B1, . . . , Bn為獨立 σ代數。

證明：首先，讓我們固定 C2 ∈ C2, . . . , Cn ∈ Cn並設

M1 = {B1 ∈ B1 : P(B1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cn) = P(B1)P(C2) . . .P(Cn)}.

我們有 C1 ⊆ M1 且我們可以檢查，M1 為單調類，因此根據單調類引理，M1 包含 σ(C1) =
B1。因此我們證明了，如果 C1, . . . , Cn為獨立 σ代數，則 σ(C1), C2, . . . , Cn也是獨立的 σ代數。
接著根據歸納法，將上述證明應用在 C2, . . . , Cn, σ(C1)以證明 σ(C2), C3, . . . , Cn, σ(C1)為獨立的 σ

代數，依此類推。 □

問題 3.1.19：令 B1, . . . , Bn 為獨立 σ 代數。對於 n0 = 0 < n1 < · · · < np = n，下列 σ 代數是獨立
的：

D1 = B1 ∨ · · · ∨ Bn1
(def)= σ(B1, . . . , Bn1),

D2 = Bn1+1 ∨ · · · ∨ Bn2 ,

...

Dp = Bnp−1+1 ∨ · · · ∨ Bnp .

第三小節 無窮多個隨機變數的獨立性
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接下來，我們要在有無窮多個隨機變數的情況下，定義獨立性的概念。這可以被簡化為在所有有
限子集合上的獨立性。

定義 3.1.20：

(1) 令 (Bi)i∈I 為由 I 所標記、且由 A 的子 σ 代數所構成的序列。若對於 I 的
任意有限集合 {i1, . . . , ip}，Bi1 , . . . , Bip 為獨立的 σ 代數，則我們說 (Bi)i∈I 是由
獨立 σ代數構成的集合。

(2) 同樣的，若 (Xi)i∈I 為由任意隨機變數構成的集合，若 (σ(Xi))i∈I 由獨立 σ代數，我們稱
(Xi)i∈I 為由獨立隨機變數構成的集合。

命題 3.1.21：令 (Xn)n⩾1 為獨立隨機變數序列。對於任意正整數 p ⩾ 1，以及兩兩互斥的正整
數子集合 I1, . . . , Ip ⊆ N，由下列式子定義的

∀k = 1, . . . , p, Bk = σ(Xi : i ∈ Ik)

為獨立 σ代數。

證明：對 1 ⩽ k ⩽ p，令

Ck =
⋃

J⊆Ik
J 為有限

σ(Xj : j ∈ J) ⊆ Bk.

根據問題 3.1.19，對於任意有限子集合 J1 ⊆ I1, . . . , Jp ⊆ Ip，σ 代數 σ(Xj : j ∈ J1), . . . , σ(Xj :
j ∈ Jp)是獨立的。接著，根據命題 3.1.18，我們得到 B1 = σ(C1), . . . , Bp = σ(Cp)也是獨立 σ代
數。 □

系理 3.1.22：令 (Xn)n⩾1為獨立隨機變數序列，其中對於 n ⩾ 1，Xn取值在可測空間 (En, En)
中。令 (In)n⩾1 是個由兩兩互斥 N的子集合所構成的序列，且 (fn)n⩾1 為可測函數序列，其中
對於 n ⩾ 1，fn定義在 Fn :=

∏
i∈In

Ei上。那麼下列隨機變數是獨立的：

∀n ⩾ 1, Zn = fn(Xi : i ∈ In).

在註解 3.1.12 中，我們解釋了如何構造有限多個獨立隨機變數。再來，我們要解釋當我們有
無窮可數多個獨立隨機變數時，如何達成這樣的構造。
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引理 3.1.23：令 Y ∼ Unif([0, 1])為 [0, 1]上均勻分佈的隨機變數。那麼 Y 的二元展開式，記
作

Y = 0.Y1Y2 · · · =
∑
n⩾1

2−nYn, Yn ∈ {0, 1}, ∀n ⩾ 1 (3.8)

會滿足下列性質。

(1) 式 (3.8)中的展開式殆必唯一。

(2) 隨機變數 (Yn)n⩾1獨立，且每項的分佈都是 Ber(1
2)。

證明：不要忘記，二元展開可以藉由下列方式得到：

Y1 = b2Y c, X1 = 2Y − b2Y c = 2Y − Y1,

∀n ⩾ 1, Yn+1 = b2Xnc, Xn+1 = 2Xn − Yn+1.

直接使用歸納法，我們也可以改寫：

∀n ⩾ 1, Yn =
⌊
2nY −

n−1∑
k=1

2n−kYk

⌋
. (3.9)

(1) 對於 x ∈ [0, 1)，他會有兩個不同的二元展開式，若且唯若他是個二元有理數 m
2n，其中

n ⩾ 1以及 0 ⩽ 1 ⩽ 2n − 1為整數。這可以藉由下列關係式來得到：

∀n ∈ N,
1
2n

=
∑

k⩾n+1

1
2k

.

最後，我們注意到，由二元有理數構成的子集合，測度為零：

P
( ⋃

n⩾1

2n−1⋃
m=0

{m

2n

})
= 0.

(2) 首先，讓我們檢查 Y1和 X1的分佈。Y1跟從 Ber(1
2)的分佈：

P(Y1 = 0) = P(Y ∈ [0, 1
2)) = 1

2 .

對於 0 ⩽ a < b < 1，我們有

P(X1 ∈ [a, b]) = P(X1 ∈ [a, b], Y1 = 0) + P(X1 ∈ [a, b], Y1 = 1)

= P(Y ∈ [a
2 , b

2 ]) + P(Y ∈ [a+1
2 , b+1

2 ])

= ( b
2 − a

2 ) + ( b+1
2 − a+1

2 ) = b − a.

因此，X1 跟從 [0, 1]上的均勻分佈。使用數學歸納法，我們得知對於所有 n ⩾ 1，我們有
Yn ∼ Ber(1

2)。
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第三章 隨機變數的獨立性

令 n ⩾ 1為整數。我們想要檢查 (Yk)1⩽k⩽n 是獨立的隨機變數。令m1, . . . , mn ∈ {0, 1}並
計算

P(Yℓ = mℓ, ∀ℓ = 1, . . . n) = P
(⌊

2ℓY −
ℓ−1∑
k=1

2ℓ−kmk

⌋
= mℓ, ∀ℓ = 1, . . . n

)

= P
(

mℓ ⩽ 2ℓY −
ℓ−1∑
k=1

2ℓ−kmk < mℓ + 1, ∀ℓ = 1, . . . n

)

= P
( ℓ∑

k=1
2−kmk ⩽ Y <

ℓ∑
k=1

2−kmk + 2−ℓ, ∀ℓ = 1, . . . n

)

= P
( n∑

k=1
2−kmk ⩽ Y <

n∑
k=1

2−kmk + 2−n
)

= 2−n.

我們得以總結。 □

註解 3.1.24：如同在式 (3.8)中，讓我們考慮 Y ∼ Unif([0, 1])以及他的二元展開 Y = 0.Y1Y2 . . .。由
於 N2 是 N等勢的，我們可以找到雙射函數 f : N2 → N。對於每個 i ∈ N，隨機變數 (Yf(i,j))j⩾1 是獨
立的，而且如果我們定義，

∀i ∈ N, Zi = 0.Yf(i,1)Yf(i,2) · · · =
∑
n⩾1

2−nYf(i,n),

從定義 3.1.20以及命題 3.1.21，我們得知 (Zi)i⩾1 是獨立隨機變數；此外，每一項都是 [0, 1]上的均勻
分佈。如果我們給定在 R上的分佈 (µi)i⩾1，我們可以把他們的累積分佈函數記作 (Fi = Fµi)i⩾1，那
麼我們可以定義隨機變數 (Xi)i⩾1如下：

∀i ⩾ 1, Xi = inf{y ∈ R : Fi(y) ⩾ Zi}

他們會是獨立隨機變數，而且對於每個 i ⩾ 1，我們有 Xi ∼ µi，見命題 2.1.23。

若我們需要構造不可數多個獨立隨機變數，則需要用到下列的 Kolmogorov拓延定理 (Kolmogorov’s
extension theorem)。

定理 3.1.25【Kolmogorov拓延定理】：給定可測空間 (Rd, B(Rd))以及任意集合 T。假設下列
兩條件成立：

(a) 對於任意 T 的有限子集合 S，我們可以構造在 ((Rd)⊗S , B(Rd)⊗S)上的機率測度 PS。

(b) 對於任意有限的子集合 S1 及 S2 且 S1 ⊆ S2，機率測度 PS1 以及 PS2 是相容 (compatible)
的，也就是說若我們將 S2至 S1的投影記作 π，則 PS1 = PS2 ◦ π−1。

則在 ((Rd)⊗T , B(Rd)⊗T )上，存在唯一的機率測度 P使得對於任意有限子集合 S，將 T 至 S 的
投影記作 π，我們有 PS = P ◦ π−1。
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第三章 隨機變數的獨立性

證明：我們定義
C :=

⋃
S⊆T

S 為有限

B(Rd)⊗S ,

為所有有限維度積 σ代數中元素構成的集合，且我們知道 B(Rd)⊗T 是由 C 生成，也就是說

B(Rd)⊗T = σ(C).

存在性的部份，與在 (R, B(R))上構造勒貝格測度相似，可以使用外側度來完成。唯一性的
話，可以透過單調類引理而得到，請見系理 1.1.19。 □

第二節 Borel–Cantelli引理
前面定義了不同的獨立概念，這個章節中，我們要給出第一個利用獨立概念得到的漸進結果。

第一小節 敘述及證明

定義 3.2.1：給定一個事件序列 (An)n⩾1，我們定義下列概念

(1) 我們稱下列集合為上極限 (upper limit)：

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂

n=1

( ∞⋃
k=n

Ak

)
.

(2) 我們稱下列集合為下極限 (lower limit)：

lim inf
n→∞

An :=
∞⋃

n=1

( ∞⋂
k=n

Ak

)
.

(3) 若 (An)的上下極限相等，則其上下極限亦可被稱做極限 (limit)，並記作 limn→∞ An :=
lim infn→∞ An = lim supn→∞ An。

(4) 若 (An)的上下極限不相等，則稱 (An)之極限不存在。

命題 3.2.2：令 (An)為一事件序列，則

(1) lim sup An = {ω | ω ∈ An i.o.}，其中 i.o. 意為 infinitely often，表示存在無限多個 n使得
ω ∈ An。

(2) lim inf An = {ω | ω ∈ An a.a.}，其中 a.a. 意為 almost all，表示除了有限多個 n之外，我
們皆有 ω ∈ An。

10 最後修改：2025年 10月 21日 15:48
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(3) lim inf An ⊆ lim sup An。

證明：參照習題 1.12。 □

範例 3.2.3：令 (Xn)n⩾1為隨機變數序列以及 a ∈ R。

(1) ω ∈ lim inf{Xn ⩽ a} ⇒ lim sup Xn(ω) ⩽ a.

(2) ω ∈ lim inf{Xn ⩾ a} ⇒ lim inf Xn(ω) ⩾ a.

(3) ω ∈ lim sup{Xn ⩽ a} ⇒ lim inf Xn(ω) ⩽ a.

(4) ω ∈ lim sup{Xn ⩾ a} ⇒ lim sup Xn(ω) ⩾ a.

引理 3.2.4：令 (An)n⩾1為一事件序列。

(1) 若∑
n⩾1 P(An) < ∞，則

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 0.

換句話說，集合 {n ∈ N | ω ∈ An}為 a.s. 有限。

(2) 若∑
n⩾1 P(An) = ∞且 (An)n⩾1為獨立事件序列，則

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1.

換句話說，集合 {n ∈ N | ω ∈ An}為 a.s. 無限。

問題 3.2.5：解釋為什麼在引理 3.2.4的 (2)中，我們必須假設 (An)n⩾1為獨立事件。

證明：

(1) 根據假設，我們有

E
[∑

n⩾1
1An

]
=
∑
n⩾1

P(An) < ∞,

也就是說∑
n⩾1 1An < ∞殆必為真。

(2) 給定 n0 ∈ N，對於所有 n ⩾ n0，我們有

P
( n⋂

k=n0

Ac
k

)
=

n∏
k=n0

P(Ac
k) =

n∏
k=n0

(1 − P(Ak)).
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由於級數∑
k⩾1 P(Ak)發散，我們可以得到

P
( ∞⋂

k=n0

Ac
k

)
= lim

n→∞
↓ P

( n⋂
k=n0

Ac
k

)
= 0.

由於上述式子對於所有 n0皆為真，我們有

P
( ∞⋃

n0=1

( ∞⋂
k=n0

Ac
k

))
= 0.

接著取其補集，我們就得到該證明的結果：

P
( ∞⋂

n0=1

( ∞⋃
k=n0

Ak

))
= 1.

□

第二小節 應用
在這小節，我們要利用 Borel–Cantelli引理證明下列結果，其他更多應用請參見習題。

命題 3.2.6：在 N上，不存在任何機率測度，使得對於任意整數 n ⩾ 1，由其倍數構成的正整
數集 nN測度為 1

n。

證明：假設這樣的測度存在，並記作 P。設 P 為質數集，且對於所有 p ∈ P，令 Ap = pN。我
們可以得知 (Ap)p∈P 為獨立事件，因為對於任意互異質數 p1, . . . , pk ∈ P，我們有

P
(
Ap1 ∩ . . . ∩ Apn

)
= P

(
p1N ∩ . . . ∩ pnN

)
= P

(
(p1 . . . pn)N

)
= 1

p1 . . . pk
=

k∏
j=1

P(Apj ).

此外，我們也知道∑
p∈P

1
p = ∞，所以根據 Borel–Cantelli引理中的 (2)，我們有 P(lim sup Ap) =

1；也就是說，在 P測度之下，幾乎所有正整數 n都在無限多個 Ap 集合中，但這是不可能的，
因為任意正整數不可能同時為無限多個質數的倍數。 □

命題 3.2.7：令 Y ∼ Unif([0, 1])以及如同在式 (3.8)中的二元展開式 Y = 0.Y1Y2 . . .。對於任意
整數 p ⩾ 1以及m1, . . . , mp ∈ {0, 1}，則殆必存在無窮多個 k ∈ N使得

Xk+1 = m1, . . . , Xk+p = mp.

證明：對於任意正整數 n ⩾ 1，定義隨機向量 Zn = (Ynp+1, . . . , Ynp+p)。根據系理 3.1.22，我們
知道隨機變數 (Zn)n⩾1 是獨立的。根據引理 3.1.23，我們還知道他們有相同的分佈。對於每個
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n ⩾ 1，我們有
P(Zn = (m1, . . . , mp)) = 2−p.

由於事件 ({Zn = (m1, . . . , mp)})n⩾1是獨立的，且∑
n⩾1 2−p = +∞，引理 3.2.4中的 (2)蘊含

P
(

lim sup
n→∞

{Zn = (m1, . . . , mp)}
)

= 1. □

命題 3.2.8：令 (Xn)n⩾1為 i.i.d. 隨機變數序列，假設各項皆為 Ber(1
2)的分佈。設

Ln := max{k ⩾ 1 : 存在 0 ⩽ i ⩽ n − k使得 Xi+1 = · · · = Xi+k = 1}.

則我們有

lim sup
n→∞

Ln

ln2(n)
⩽ 1 ⩽ lim inf

n→∞
Ln

ln2(n)
, a.s.

也就是
Ln

ln2(n)
−−−→
n→∞

1, a.s.

證明：我們想要證明，對於所有 ε > 0，

(1) lim sup
n→∞

Ln

ln2(n)
⩽ 1 + ε, a.s., (2) lim inf

n→∞
Ln

ln2(n)
⩾ 1 − ε, a.s.

首先，讓我們先引入幾個新的記號：

∀m ⩾ 1, ℓm = sup{k ⩾ 0 : Xm = · · · = Xm+k−1 = 1},

也就是從 Xm開始，最多連續出現 1的次數。因此我們有

Ln = sup
1⩽m⩽n

{ℓm ∧ (n − m + 1)} ⩽ sup
1⩽m⩽n

{ℓm} =: L̃n.

我們先證明 (1)。給定 ε > 0，我們有

P
(
ℓm ⩾ (1 + ε) log2(m)

)
= P

(
ℓm ⩾ d(1 + ε) log2(m)e

)
=
(1

2

)d(1+ε) log2(m)e
⩽ m−(1+ε).

由於∑
m−(1+ε) < ∞，因此根據引理 3.2.4中的 (1)，我們得到

P
(

lim sup{ω : ℓm(ω) ⩾ (1 + ε) log2(m)}
)

= 0,

=⇒ P
(

lim inf{ω : ℓm(ω) < (1 + ε) log2(m)}
)

= 1.
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也就是說
lim sup

m→∞

ℓm

log2(m)
⩽ 1 + ε, a.s.

因此，我們有
lim sup

n→∞

Ln

log2(n)
⩽ lim sup

n→∞

L̃n

log2(n)
⩽ 1 + ε, a.s.

接下來，讓我們證明 (2)。給定 ε > 0，我們將 n 個試驗結果分割成長度為 an := d(1 −
ε) log2(n)e + 1的區間，其中最後一個區間有可能長度長度不滿 an。因此，我們區間個數一共
有

Nn :=
⌈

n

an

⌉
−−−→
n→∞

n

(1 − ε) log2(n)
>

n

log2(n)
. (3.10)

我們將這些區間記作

∀k = 1, . . . , Nn − 1, Ik = {(k − 1)an + 1, . . . , kan},

INn = {(Nn − 1)an + 1, . . . , n}.

對於所有 1 ⩽ j ⩽ Nn − 1，令事件 Aj 為 {Xi = 1, ∀i ∈ Ij}，我們有

P(Aj) =
(1

2

)an

⩾
(1

2

)(1−ε) log2(n)+2
= 1

4
1

n1−ε
.

接著，我們來看 Ln相關的事件機率：

P
(
Ln ⩽ (1 − ε) log2(n)

)
⩽ P

(存在至少一個 i ∈ Ij 使得 Xi 6= 1 : 1 ⩽ j ⩽ Nn − 1
)

=
Nn−1∏
j=1

(1 − P(Aj)) ⩽
(
1 − 1

4
1

n1−ε

)Nn−1
.

利用式 (3.10)，對於夠大的 n，我們有

P
(
Ln ⩽ (1 − ε) log2(n)

)
⩽
(
1 − 1

4
1

n1−ε

)n/ log2(n)
∼ exp

(
− 1

4
nε

log2(n)

)
.

上述的右項對 n取和的值為有限，因此根據引理 3.2.4中的 (1)，我們得到

lim inf
n→∞

Ln

log2(n)
⩾ 1 − ε, a.s.

故得證。 □

第三節 獨立隨機變數的和
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第一小節 定義及性質
若 µ及 ν 為兩個在 Rd 上的機率測度，我們將 µ ⊗ ν 在映射 (x, y) 7→ x + y 之下的影像測度記作

µ ∗ ν，換句話說，µ ∗ ν 具有下列性質：對於任意在 Rd上的非負可測函數 φ，我們有∫
Rd

φ(z)µ ∗ ν(dz) =
∫
Rd

∫
Rd

φ(x + y)µ(dx)ν(dy). (3.11)

命題 3.3.1：令 X 及 Y 兩個在 Rd上的獨立隨機變數。

(1) 隨機變數X + Y 的分佈為 PX ∗ PY。在X 及 Y 皆有密度函數的情況下，將他們的密度函
數記作 pX 及 pY，則 X + Y 也有密度函數，而且可以寫作 pX ∗ pY。

(2) 隨機變數 X + Y 的特徵函數為 ΦX+Y (ξ) = ΦX(ξ)ΦY (ξ)，換句話說 ̂PX ∗ PY = P̂X P̂Y。

(3) 若 X 及 Y 為平方可積，則 KX+Y = KX + KY。在一維 d = 1 的情況下，我們有
Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y )。

證明：

(1) 由於 X 以及 Y 獨立，我們有 P(X,Y ) = PX ⊗ PY，所以對任何在 Rd 之上的非負可測函數
φ，根據式 (3.11)中 ∗運算子的定義，我們有

E[φ(X+Y )] =
∫

φ(x+y)P(X,Y )(dx dy) =
∫ ∫

φ(x+y)PX(dx)PY (dy) =
∫

φ(z)PX∗PY (dz)

接著，若 X 及 Y 有密度函數，

E[φ(X + Y )] =
∫ ∫

φ(x + y)pX(x)pY (y) dx dy =
∫

φ(z)
∫ (

pX(x)pY (z − x) dx
)

︸ ︷︷ ︸
pX∗pY (z)

dz,

所以 pX ∗ pY 是X + Y 的密度函數。我們注意到由於 pX 及 pY 是在 L1(Rd, λ)中的函數，
所以 pX ∗ pY 幾乎到處定義良好，參見命題 1.4.3。

(2) 根據定義 2.4.12以及 X 及 Y 的獨立性，我們有

ΦX+Y (ξ) = E[exp(i ξ · (X + Y ))] = E[exp(i ξ · X)]E[exp(i ξ · Y )] = ΦX(ξ)ΦY (ξ)

(3) 若將 X 及 Y 寫作 X = (X1, . . . , Xd)及 Y = (Y1, . . . , Yd)，根據他們的獨立性，對於所有
i, j ∈ {1, . . . , d}，我們有 Cov(Xi, Yj) = 0，也會有 Cov(Xi + Yi, Xj + Yj) = Cov(Xi, Xj) +
Cov(Yi, Yj)，也就是KX+Y = KX + KY。 □
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第二小節 例子
若獨立隨機變數序列 (Xn)n⩾1 中各項皆有相同的分佈，則我們稱之為 i.i.d. 隨機變數序列，意為

independent and identically distributed。對 i.i.d. 隨變數取和不是太困難的事，通常可以使用特徵函數
來計算這種和的分佈，或是直接使用式 (3.11)中的定義。下面我們給出幾個例子，在習題 3.13、習
題 3.14及習題 3.15中有更多其他例子。

命題 3.3.2 ：若 (Xk)1⩽k⩽n 為 i.i.d. 隨機變數序列，且各項皆為參數為 λ 的帕松分佈，則
X1 + · · · + Xn 為參數為 nλ的帕松分佈。更一般來說，如果 (Xk)1⩽k⩽n 是個獨立隨機變數序
列，且各項分別為參數為 λ1, . . . , λn的帕松分佈，則X1 + · · · + Xn是個參數為 λ1 + · · · + λn的
帕松分佈。

證明：令 Xi ∼ Pois(λi)為獨立的帕松分佈隨機變數，我們可以計算他們的特徵函數：

ΦXi(ξ) =
∑
k⩾0

e−λi
λk

k!
ei ξk =

∑
k⩾0

e−λi
(λei ξ)k

k!
= eλi(ei ξ−1).

因此，X := X1 + · · · + Xn的特徵函數寫作：

ΦX(ξ) =
n∏

i=1
ΦXi(ξ) = e(λ1+···+λn)(ei ξ−1),

我們可以認出來這個是 Pois(λ1 + · · · + λn)的特徵函數。因此根據定理 2.4.15，我們能夠得知
X ∼ Pois(λ1 + · · · + λn)。 □

命題 3.3.3：若 (Xk)1⩽k⩽n 為獨立隨機變數序列，且對於所有 1 ⩽ k ⩽ n，Xk 的分佈為參數為
(0, σ2

k)的高斯分佈，則 X1 + · · · + Xn為參數為 (0, σ2
1 + · · · + σ2

n)的高斯分佈。

證明：參照習題 3.12。 □

第三小節 大數定理
下個章節我們才會正式的討論隨機變數的收斂概念，但用我們現在的工具，已經足夠先討論一些
非常簡單的收斂例子，順便當作在後續章節討論收斂性質的開端。

定理 3.3.4【L2大數定理】：設 (Xn)n⩾1為互無關連的實隨機變數序列，且假設他們有相同的
機率分佈。假設 E[X2

1 ] < ∞，那麼我們有
1
n

(X1 + . . . Xn) L2
−−−→
n→∞

E[X1].
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證明：根據期望值的線性性質，我們有 E[ 1
n(X1 + . . . Xn)] = E[X1]。接著根據命題 3.3.1的第三

點，我們有

E
[( 1

n
(X1 + · · · + Xn) − E[X1]

)2]
= 1

n2 Var(X1 + · · · + Xn) = 1
n

Var(X1),

所以當 n → ∞，上式趨近於零。 □

註解 3.3.5：在在機率空間中，有不同的收斂概念，在第四章我們會做更仔細的探討。這裡要注意的
是，定理 3.3.4的收斂是在 L2空間，而不是在機率空間中的簡單收斂 (simple convergence)1。2。
下列命題在比較強的條件下，給我們殆必收斂的結果，我們稍後在定理 4.3.1會證明其加強版。

命題 3.3.6：令 (Xn)n⩾1為 i.i.d. 隨機變數序列且滿足 E[|X1|4] < ∞。則我們有
1
n

(X1 + · · · + Xn) a.s.−−−→
n→∞

E[X1].

證明：若對於所有 i ∈ {1, . . . , n}，我們將Xi用Xi −E[Xi]取代，我們可以觀察到該證明的收斂
式子和原本的是等價的，所以不失一般性，我們可以假設所有的隨機變數 Xi 皆滿足 E[Xi] = 0
的條件。首先，我們計算左側的四階動差，

E
[( 1

n
(X1 + · · · + Xn)

)4]
= 1

n4

∑
1⩽i1,...,i4⩽n

E[Xi1Xi2Xi3Xi4 ].

由於 (Xk)為獨立且期望值為零的隨機變數，在上式的和中，大部分的項皆為零，除了當四元組
(i1, i2, i3, i4)中，四個變數皆相等，或是 i1 = i2, i3 = i4 及其他排列組合的情況：前者共有 n種
可能，後者有 3n(n − 1)種可能。因此我們得到

E
[( 1

n
(X1 + · · · + Xn)

)4]
= 1

n4

(
nE

[
X4

1
]

+ 3n(n − 1)E
[
X2

1 X2
2
])

⩽ C

n2 ,

其中 C < ∞為一常數。接著我們有

E
[ ∞∑

n=1

( 1
n

(X1 + · · · + Xn)
)4]

=
∞∑

n=1
E
[( 1

n
(X1 + · · · + Xn)

)4]
< ∞,

上式中我們可以交換期望值與級數和，因為級數中所有項皆非負。這蘊含下列級數和殆必有限
(almost surely finite)，

∞∑
n=1

( 1
n

(X1 + · · · + Xn)
)4

< ∞, a.s.,

所以級數項殆必收斂至零。 □

1也就是殆必收斂，機率為 1會收斂。
2注意：L2 收斂和殆必收斂並沒有強弱之分，兩者互不蘊含。

最後修改：2025年 10月 21日 15:48 17
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系理 3.3.7：若 (An)n⩾1為機率相等的獨立事件序列，則我們有
1
n

n∑
i=1

1Ai

a.s.−−−→
n→∞

P(Ai).

註解 3.3.8：在現代機率發展之前，機率通常會被詮釋為在一連串的隨機試驗中，事件發生的頻率。
此系理解釋，用現代機率論的角度出發，可以證明此一事實。
用比較白話的說法來解釋，若我們想要知道某個結果 A為真的機率，我們可以不斷以獨立的方式
重複實驗，並去計算 A為真的比例，則機率為一（處處收斂，強大數法則）的情況下，此數值會收
斂至 P(A)。

第四小節 捲積半群
在第七章探討馬可夫鍊，以及下學期討論連續時間的隨機過程時，我們會用到捲積半群的概念，
因此在這裡我們先定義並且探討其基本性質。

假設 I = Z⩾0或 I = R⩾0。

定義 3.3.9：令 (µt)t∈I 為在 R或 Rd上，由 I 標記的機率測度所構成的集合。若

∀t, t′ ∈ I, t + t′ ∈ I 以及 µt ∗ µt′ = µt+t′ ,

則我們稱 (µt)t∈I 為捲積半群 (convolution semigroup)。

引理 3.3.10：若存在函數 φ : R −→ C使得下列其中一個條件成立：

(i) 若 I = Z⩾0， µ̂t(ξ) = φ(ξ)t, ∀t ∈ I ,

(ii) 若 I = R⩾0， µ̂t(ξ) = exp(−tφ(ξ)), ∀t ∈ I ,

則 (µt)t∈I 是個捲積半群。

證明：若 µ̂t如引理中所敘述，則我們有 µ̂t+t′ = µ̂tµ̂t′ = µ̂t ∗ µt′，接著透過傅立葉變換的單射性
質，我們可以得到 µt+t′ = µt ∗ µt′。 □

範例 3.3.11：

(1) 當 I = Z⩾0，給定 p ∈ [0, 1]。對於所有 n ⩾ 1，令 µn 為二項式分佈 B(n, p)。根據我們對
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二項式分佈做的詮釋，他會是 i.i.d. 伯努力分佈的和，我們顯然有 µn+m = µn ∗ µm。不
然，我們也可以計算其特徵函數並使用上述引理：µ̂n(ξ) = (pei ξ + 1 − p)n。

(2) 當 I = R⩾0，對於所有 t ⩾ 0，令 µt為參數為 t的帕松分佈。我們有

∀t ⩾ 0, ∀ξ ∈ R, µ̂t(ξ) =
∞∑

k=0

tk

k!
ei kξe−t = exp(−t(1 − ei ξ)).

(3) 當 I = R⩾0，對於所有 t ⩾ 0，令 µt為高斯分佈 N (0, t)。根據引理 2.4.14，我們有

∀t ⩾ 0, ∀ξ ∈ R, µ̂t(ξ) = exp
(

− tξ2

2
)
.

第四節 複雜一點的隨機變數
這裡我們會使用獨立性來構造一些有趣的機率工具：多元常態分佈與帕松過程。

第一小節 多元常態分佈
這個小節的目的是要把高斯分佈的概念推廣至高維度。下列命題同時定義了多元常態分佈的概
念，給出他的重要性質、以及最標準（正則）的構造方式。

命題 3.4.1：令 X = (X1, . . . , Xd)為 d維實隨機變數。我們這裡要證明下列三個條件是等價
的，而且當其中一個條件成立時，我們稱X為多元常態分佈 (multivariate normal distribution)。

(i) 存在 d維實隨機變數 Z = (Z1, . . . , Zd)，其中分量為 i.i.d. 標準常態分佈；存在 d × d的方
形矩陣 A以及向量 B ∈ Rd，使得 X

(d)= AZ + B。

(ii) 對於任意 α ∈ Rd，αT X 仍然是常態分佈。

(iii) 存在 d × d的半正定對稱矩陣 Σ以及向量 B ∈ Rd使得我們可以將 X 的特徵函數寫作

ΦX(ξ) = E
[
ei ξ·X] = exp

(
i ξT B − 1

2ξT Σξ
)
.

此外，向量 B = E[X]為 X 的期望值，矩陣 Σ = AAT = KX 為向量 X 的共變異數矩陣。

證明：證明 (i) =⇒ (ii)。我們可以計算 X 的期望值為 B，共變異數矩陣為 AAT。接著，取
α ∈ Rd，αT X =

∑
αiXi的分佈會是 N (αT B, αT AAT α)。

證明 (ii) =⇒ (iii)。給定 ξ ∈ Rd，由於 ξT X 仍是常態分佈，將其期望值以及變異數記作
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m = ξT E[X]及 σ2 = ξT KXξ，我們知道

ΦX(ξ) = exp(i ξT E[X] − 1
2ξT KXξ).

因此我們可以取 B = E[X]以及 Σ = KX。
證明 (iii) =⇒ (i)。由於 Σ 為半正定對稱矩陣，存在正交矩陣 P 以及對角矩陣 D 使得 Σ =

PDP T。給定 i.i.d. 標準常態分佈隨機變數 Z1, . . . , Zd，我們取 A = P
√

D，我們可以計算
AZ + B 的特徵方程式並證明其為 ΦX。 □

命題 3.4.2：令 X = (X1, . . . , Xd)為 d維度、期望值為 B，共變異數矩陣為 Σ的多元常態分
佈。若 Σ為可逆矩陣，則 X 的密度函數寫作

PX(dx) =
exp

(
− 1

2〈x − B, Σ−1(x − B)〉
)

(2π)d/2| det(A)|
dx1 . . . dxn.

證明：由於 Σ是半正定對稱矩陣，我們取正交矩陣 P 及對角矩陣 D 使得 Σ = PDP T 並定義
A = P

√
D。根據命題 3.4.1的定義、性質及構造，給定 i.i.d. 標準常態分佈 Z = (Z1, . . . , Zd)，

我們知道 X
(d)= AZ + B。我們將 Z 的密度函數記作

∀z ∈ Rd, pZ(z) =
exp

(
− 1

2 ‖z‖2
2
)

(2π)d/2 =
exp

(
− 1

2(z2
1 + · · · + z2

n)
)

(2π)d/2 .

給定非負可測函數 f : Rd −→ R+，我們有

E[f(X)] = E[f(AZ + B)] =
∫
Rd

f(Az + B)pZ(z) dz1 . . . dzn

=
∫
Rd

f(x)pZ(A−1(x − B))| det(A)|−1 dx1 . . . dxn,

其中在第二行的等式中，我們利用變數變換 x = Az + B，且因為 A是個可逆矩陣，Rd 與自己
在 z 7→ Az + B之下是個微分同胚。由於上式對於所有非負可測函數皆成立，根據註解 2.1.16，
我們可以得到 X 的密度函數：

∀x ∈ Rd, pX(x) = pZ(A−1(x − B))
| det(A)|

=
exp

(
− 1

2〈x − B, (A−1)T A−1(x − B)〉
)

(2π)d/2| det(A)|

=
exp

(
− 1

2〈x − B, Σ−1(x − B)〉
)

(2π)d/2| det(A)|
. □
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第二小節 帕松過程
我們想要去描述一些會在時間中發生的隨機事件。我們可能會想知道，例如：什麼時候這些事件
會發生，或是在給定固定時間時，總共會有多少個隨機事件是已經發生的。我們可以使用下列的方
式來討論這樣的現象。給定隨機變數序列 (Xi)i⩾1，其中 Xi 描述的是連續兩個事件 i − 1及 i之間間
隔的等待時間；Sn 描述的是等待的所有時間，才會讓第 n個事件發生；Nt 描述的則是在時間 t以前
（包含時間 t），總共發生的事件數量。接著，讓我們用數學的方式來討論。

在機率空間 (Ω, A,P)上，我們令 (Xi)i⩾1 為 i.i.d. 分佈為 Exp(1)的指數隨機變數，並且定義 S0 = 0
及

∀n ∈ N, Sn := X1 + · · · + Xn.

根據習題 3.14，我們知道 Sn是個伽瑪分佈 Γ(n, 1)。在這個小節中，我們要討論的是下面這個隨機過
程 (stochastic process)：

∀t ⩾ 0, Nt := max{n ⩾ 0 : Sn ⩽ t} = max{n ⩾ 0 : X1 + · · · + Xn ⩽ t} ∈ N ∪ {0}, (3.12)

稱作帕松過程 (Poisson process)。我們不難看出來，t 7→ Nt是個（隨機）非遞減函數。

命題 3.4.3：我們有下列性質：

(1) (Sn)n⩾0幾乎必然為嚴格遞增數列，並且幾乎必然發散至∞。

(2) 我們有大數法則 Sn
n

a.s.−→ 1。

證明：
(1) 首先，我們可以注意到，由於

∀i ⩾ 1, P(Xi > 0) = 1,

加上總共只有可數多個事件，我們可以得到

P(∀i ⩾ 0, Si < Si+1) = 1 ⇐⇒ 0 = S0 < S1 < S2 < . . . , a.s.

接著，透過 Borel–Cantelli的第二部份，我們知道給定任何 α > 0時，我們有∑
i⩾1

P(Xi ⩾ α) = ∞,

使用 (Xn)n⩾1的獨立性，我們得知存在無窮多個 n ⩾ 1使得 Xn ⩾ α，因此 Sn
a.s.−→ ∞。

(2) 我們使用命題 3.3.6中 L4版本的大數法則，得到
Sn

n
a.s.−→ E[X1] = 1.

□
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命題 3.4.4：固定 t > 0，則 Nt ∼ Pois(t)是個參數為 t的帕松分佈。

註解 3.4.5：從範例 3.3.11 (2)，我們直接得知由分佈 (PNt)t⩾0構成的序列是個捲積半群。

證明：固定正實數 t > 0及非負整數 n ⩾ 0，我們有

P(Nt = n) = P(Sn ⩽ t < Sn+1)

=
∫
R⩾0

∫
R⩾0

xn−1e−x

Γ(n)
e−y1x⩽t<x+y dx dy

=
∫
R⩾0

xn−1e−x

Γ(n)
1x⩽t

∫
R⩾0

e−y1y>t−x dy dx

=
∫
R⩾0

xn−1e−x

Γ(n)
1x⩽te

−(t−x) dx = e−t tn

n!
,

其中在第二個等式中，我們使用了 Sn+1 = Sn + Xn+1 為兩個獨立隨機變數的和，且我們有
Sn ∼ Γ(n, 1)；在第三個等式中，我們使用了富比尼定理。 □

命題 3.4.6：隨機過程 t 7→ Nt 在 R⩾0 上幾乎必然是個 càdlàg (continue à droite, limite à gauche)
函數，也就是右連續且左極限存在的函數。

註解 3.4.7：我們注意到，下面兩個關於右連續的敘述是不同的：(
∀s ⩾ 0, lim

t→s
t>s

Nt = Ns

)
a.s. ⇔ P

(
∀s ⩾ 0, lim

t→s
t>s

Nt = Ns

)
= 1,

∀s > 0,

(
lim
t→s
t<s

Nt 存在 a.s.
)

⇔ ∀s ⩾ 0, P
(

lim
t→s
t>s

Nt = Ns

)
= 1.

一般來講，第一個敘述會比第二個來得強，因為 R>0 是不可數的。我們必須記住，括號放的位置會
影響敘述的意義。

證明：我們需要證明下列兩個性質：(
∀s ⩾ 0, lim

t→s
t>s

Nt = Ns

)
a.s.,

(
∀s > 0, lim

t→s
t<s

Nt 存在
)

a.s.

對於 T > 0，讓我們證明 t 7→ Nt 在 [0, T ]幾乎必然是個 càdlàg函數。命題 3.4.4告訴我們，NT
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的分佈是 Pois(T )，因此幾乎必然為有限。令 ΩT ∈ A使得 P(ΩT ) = 1以及

∀ω ∈ ΩT , NT < ∞.

對於 ω ∈ ΩT，函數 t 7→ Nt 在 [0, T ]上是非遞減且有界的，因此左極限處處存在。對於 ω ∈ ΩT

以及 s ∈ [0, T )，令 n := n(ω)使得 Ns = n，這與 Sn ⩽ s和 Sn+1 > s等價。這代表著，對於
u ∈ [s, Sn+1) 6= ∅，我們一定也會有 Nu = n，這蘊含右連續性。
最後，我們這樣總結：定義 Ω′ :=

⋂
T⩾1 ΩT 並注意到 P(Ω′) = 1且在 Ω′ 上，對於每個整數

T ⩾ 1，函數 t 7→ Nt 在 [0, T ]是 càdlàg的。因此，函數 t 7→ Nt 幾乎必然在 R⩾0 上會是 càdlàg
的。 □

引理 3.4.8：令 (Ns)s⩾0為帕松過程以及 t > 0。定義他的平移過程 (N (t)
s )s⩾0如下：

∀s ⩾ 0, N (t)
s := Nt+s − Nt.

那麼 (N (t)
s )s⩾0是個帕松過程，且會與 Nt獨立。

證明：我們固定 t > 0 並且考慮在時間 t 之後的帕松過程。從時間 t 開始計算，需要等待
SNt+1 − t下一個事件才會發生，接著需要等待 XNt+2, XNt+3, . . .。因此我們可以定義

X
(t)
1 = SNt+1 − t,

∀n ⩾ 2, X(t)
n = XNt+n.

對於任意 s > 0，我們有

N (t)
s := Nt+s − Nt = max{m ⩾ 0 : X

(t)
1 + · · · + X(t)

m ⩽ s},

我們可以注意到，此定義與式 (3.12)非常相似。若我們能夠對於所有非負整數 n ⩾ 0證明：

(a) 事件 {Nt = n}與隨機變數序列 (X(t)
m )m⩾1獨立，而且

(b) 在 {Nt = n}成立之下，(X(t)
m )m⩾1也是 i.i.d. 參數為 1的指數隨機變數序列，

那麼我們不僅證明了 N (t) = (N (t)
s )s⩾0與 Nt的獨立性，還證明了 (N (t)

s = Nt+s − Nt)s⩾0與原本
的 (Nt)t⩾0會有相同分佈。
固定非負整數 n ⩾ 0。首先，由於 {Nt = n} = {Sn ⩽ t < Sn+1}，我們知道 {Nt = n} 只
取決於 (Xi)1⩽i⩽n+1，因此與 (Xi)i⩾n+2 是獨立的。我們需要先討論 {Nt = n} 與 Sn+1 − t =

最後修改：2025年 10月 21日 15:48 23



第三章 隨機變數的獨立性

Xn+1 + Sn − t的獨立性。固定 y ⩾ 0，我們有

P(Nt = n, Sn+1 − t > y) = P(Sn ⩽ t, Xn+1 > t + y − Sn)

=
∫
R⩾0

γn(x)1x⩽t P(Xn+1 > t + y − x) dx

=
∫
R⩾0

γn(x)1x⩽t P(Xn+1 > t − x)P(Xn+1 > y) dx

= e−y P(Sn ⩽ t, Xn+1 > t − Sn)

= e−y P(Sn ⩽ t < Sn+1),

其中在第一行中，我們使用 {Sn+1 > t + y} ⊆ {Sn+1 > t}；在第二行中，我們將 Sn ∼ Γ(n, 1)
的密度函數記作 γn(x)；在第三行中，使用了指數隨機變數的無記憶性質。因此，上面計算告
訴我們，{Nt = n}與 Sn+1 − t = Xn+1 + Sn − t是獨立的，且 Sn+1 − t ∼ Exp(1)。由於 Sn+1 − t

只取決於 (Xi)1⩽i⩽n+1，因此也會與 (Xi)i⩾n+2獨立。
□

命題 3.4.9：帕松過程 (Nt)t⩾0有下列兩個性質：

(1) 給定時間點 0 = t0 < t1 < · · · < tk，隨機過程的增量 (Nti+1 − Nti)0⩽i⩽k−1為獨立序列。

(2) 隨機過程的增量為帕松分佈：固定 0 ⩽ s < t，我們有

∀n ⩾ 0, P(Nt − Ns = n) = e−(t−s) (t − s)n

n!
.

證明：

(1) 因此，對任意非負整數序列 (mi)1⩽i⩽k，根據引理 3.4.8，我們有

P
(
Nti+1 − Nti = mi+1, 0 ⩽ i ⩽ k − 1

)
= P

(
Nt1 = m1, N

(t1)
ti+1 − N

(t1)
ti

= mi+1, 1 ⩽ i ⩽ k − 1
)

= P
(
Nt1 = m1

)
P
(
N

(t1)
ti+1 − N

(t1)
ti

= mi+1, 1 ⩽ i ⩽ k − 1
)
,

最後透過遞迴，我們可以得到

P
(
Nti+1 − Nti = mi+1, 0 ⩽ i ⩽ k − 1

)
=

k−1∏
i=0

P
(
Nti+1 − Nti = mi+1

)
.

也就是性質 (1)。

(2) 使用性質 (1)及命題 3.4.4，我們可以直接得到此結果。

□
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