
第七章：離散時間的馬可夫鏈

習題 7.1：令 E為可數狀態空間，(G, G)為可測空間，且 (Zn)n⩾1為定義在機率空間 (Ω, F ,P)上
的 i.i.d. 且取值在 (G, G)中的隨機變數序列。令 φ : E × G −→ E 為可測函數。隨機過程 (Xn)n⩾0

定義如下：選定 x ∈ E 並定義 X0 = x ∈ E，對於所有 n ⩾ 0，定義 Xn+1 = φ(Xn, Zn+1)。證明
(Xn)n⩾0是個馬可夫鏈並給出他的轉移機率函數。

習題 7.2：令 X = (Ω, F , (Fn)n⩾0, (Xn)n⩾0, (Px)x∈E)為在可數集合 E 上，轉移矩陣為 Q的正則
馬可夫鍊。考慮 F ⊂ E 及 T = inf{n ⩾ 0 : Xn ∈ F}且設 Yn = Xn∧T。

(1) 證明 Y = (Ω, F , (Fn)n⩾0, (Yn)n⩾0, (Px)x∈E)是個馬可夫鍊，求其轉移矩陣。

(2) 考慮非負函數 f : E −→ R⩾0使得

∀x ∈ F c, f(x) ⩾ Qf(x).

證明對於所有 x ∈ E，隨機過程 (f(Yn))n⩾0對於 Px是個非負上鞅。

習題 7.3：令 E 為可數的狀態空間，H為由在 E 上有界實函數構成的向量空間。考慮定義在機
率空間 (Ω, F ,P)上，轉移矩陣為 Q = (Q(i, j))(i,j)∈E×E 的馬可夫鏈 (Xn)n⩾0，並將其生成的正則
濾鏈 (canonical filtration)記作 (Fn)n⩾0。證明存在線性運算子 A : H −→ H使得對於所有 f ∈ H，
下列序列 (Mf

n )n⩾0對 (Fn)n⩾0是個鞅：

Mf
0 = f(X0)

Mf
n = f(Xn) −

n−1∑
i=0

(Af)(Xi), ∀n ⩾ 1.

習題 7.4【對稱隨機漫步】：令 ξi 為取值在 Z上的 i.i.d. 隨機變數，並將他們的共同分佈記作
µ。定義一維的隨機漫步：S0 = 0以及對於所有 n ⩾ 1，Sn =

∑n
k=1 ξk。此外，對於所有 n ⩾ 0，

令 S̃n = sup0⩽k⩽n Sk。對於所有非負整數 a ⩾ 0，定義停止時間 Ta = inf{n ⩾ 0 : Sn ⩾ a}。

(1) 假設 µ = 1
2(δ−1 + δ1)。給定整數 0 ⩽ b ⩽ a以及 n ⩾ 0。

(a) 證明對於所有 a ⩾ 0，Ta為 a.s. 有限的停止時間。
(b) 證明 (Ta+1 − Ta)a⩾0是個 i.i.d. 序列。
(c) 證明 P(S̃n ⩾ a, Sn ⩽ b) = P(Sn ⩾ 2a − b)。
(d) 推得 P(S̃n ⩾ a) = 2 P(Sn ⩾ a) − P(Sn = a) = P(|Sn| ⩾ a) − P(Sn = a)。

(2) 假設 µ只是個對稱的分佈且 µ ̸= δ0，證明 P(S̃n ⩾ a) ⩽ 2 P(Sn ⩾ a)。
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習題 7.5 ：令 (Xn)n⩾0 是個取值在離散空間 E 中，轉移矩陣為 Q 的馬可夫鏈。證明若且唯若
(Xn)n⩾0為不可約，則不存在非空子集合 F ⊊ E 使得

∀x ∈ F, ∀y ∈ F c, Q(x, y) = 0.

習題 7.6【問題 7.3.4】：固定馬可夫鏈，將其位勢核記作 U，轉移矩陣記作 Q，驗證下列關係：
U = (I − Q)−1。

習題 7.7：令 (Xn)n⩾0 是個取值在離散空間 E 中，轉移矩陣為 Q的馬可夫鏈。我們將其位勢核
記作 U 並假設對於所有 x, y ∈ E，我們有 U(x, y) < ∞。令 f : E −→ R⩾0 為在 E 上的非負函
數。

(1) 證明
Ex

[∑
n⩾0

f(Xn)
∑
p⩾n

f(Xp)
]

= U(f · Uf)(x).

(2) 將下列式子用 U 來表示：
Ex

[(∑
n⩾0

f(Xn)
)2]

.

(3) 將 Ex[N2
y ]以 U(x, y)及 U(y, y)來表示。

習題 7.8：我們將有限或可數的狀態空間記作 E，轉移矩陣記作 Q，馬可夫鏈記作 (Xn)n⩾0。給
定 x ∈ E，我們定義 Nx =

∑
n⩾0 1Xn=x為馬可夫鏈回到 x的次數。

(1) 是否存在馬可夫鏈使得從 x出發，他拜訪的集合 Vx = {Xn : n ⩾ 0}不會是個固定的集合，
也就是說不會 a.s. 為常數？

(2) 若 x, y ∈ E，下列敘述是否為真？「y 為重現狀態，且存在 n 使得 Qn(x, y) > 0，則
Px-a.s.，我們有 Ny = ∞。」

(3) 給定 x, y ∈ E。證明若 Ex[Ny] = ∞，則 y為重現狀態。逆命題是否也成立？

(4) 給定 x, y ∈ E，是否有可能 0 < Ex[Ny] < ∞且 y為重現狀態呢？

(5) 給定 x, y ∈ E，若 Ex[Ny] = ∞，哪些是 Ey[Nx]可以取的值？

(6) 假設對於所有 x ∈ E，集合 Vx = {y ∈ E : ∃n s.t. Qn(x, y) > 0}是有限的。證明存在重現狀
態。

(7) 假設存在 x0 ∈ E 使得對於所有 x ∈ E\{x0}，我們有∑
Qn(x0, x) > 0以及 Px(Hx0 < ∞) =

1。試問，此馬可夫鏈是否有重現狀態？
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習題 7.9：考慮在 Z上的隨機漫步定義做

Yn = Y0 +
n∑

i=1
ξi,

其中 ξi 為取值在 Z中的 i.i.d. 隨機變數，並將他們的共同分佈記作 µ，假設所有的 ξi 皆與 Y0 獨
立，並記m = E[ξ1]為 µ的期望值。

(1) 證明所有的狀態 x ∈ Z皆有同樣的重現性；也就是說，全部皆為重現狀態，或全部皆為暫
現狀態。

假設 E[|ξ1|] < ∞並定義m = E[ξ1]。

(2) 若m ̸= 0，證明所有的狀態皆為暫現狀態。

(3) 若m = 0，我們想用反證法證明所有的狀態皆為重現狀態。假設 Y0 = 0是個暫現狀態。
(a) 證明存在 C > 0使得對於所有 n ⩾ 1，我們有∑

|x|⩽n

U(0, x) ⩽ Cn.

(b) 給定 ε > 0。證明 Yn
n 會 a.s. 收斂至 0，並且證明存在 N 使得對於所有 n ⩾ p ⩾ N 有

∑
|x|⩽εn

Qp(0, x) ⩾
∑

|x|⩽εp

Qp(0, x) >
1
2

.

(c) 以反證法總結。

(4) 繼續考慮m = 0的情況，證明若且唯若 {y ∈ Z : µ(y) > 0}生成的子群為整個 Z，則馬可夫
鏈是不可約的。

習題 7.10：我們考慮範例 7.1.11中 (4)所定義的分支過程。

(1) 解釋為什麼在 µ = δ1時，所有的狀態皆為重現狀態。後續我們將假設 µ ̸= δ1。

(2) 證明 0是個重現狀態。

(3) 下面我們分兩步驟證明 0是唯一的重現狀態。
(a) 假設 µ(0) > 0，對於任意 x ⩾ 1，證明 U(x, 0) > 0及 U(0, x) = 0並總結。
(b) 假設 µ(0) = 0，對於任意 x ⩾ 1，構造 y ⩾ 1滿足 U(x, y) > 0及 U(y, x) = 0，總結。

(4) 證明由分之過程定義出來的馬可夫鏈滿足下列兩行為之一：
• 存在 N ⩾ 0使得對於所有 n ⩾ N，我們有 Xn = 0；
• 當 n −→ ∞，我們有 Xn −→ +∞。
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習題 7.11【Wright-Fischer模型】：固定正整數 N ⩾ 1，我們考慮下列描述族群基因庫演變的模
型。假設族群中有N 個單倍體 (haploid)個體，以及等位基因 (allele)有兩個可能：A或 a。從世代
n到下個世代 n + 1時，我們做下列假設：

• 族群大小不變，也就是每個世代皆有 N 個個體。

• 新世代每個個體的基因，為均勻隨機從舊世代選取。

因此，這個模型是個在 E = {0, . . . , N}上的馬可夫鏈，其轉移矩陣寫作

Q(i, j) =
(

N

j

)( i

N

)j(
1 − i

N

)N−j
, ∀i, j ∈ E.

(1) E 中的狀態哪些是重現狀態，哪些是暫現狀態？

(2) 給定 k ∈ E，證明 (Xn)n⩾0 在 Pk 之下是個鞅。證明極限 X∞ = limn→∞ Xn a.s. 存在。求
X∞在 Pk 之下的分佈。

習題 7.12【問題 7.4.6】：是否存在不可逆的不變測度？

習題 7.13：一般的馬可夫鏈是否都有非零的不變測度？如果他是不可約的情況下？若非零的不
變測度存在，是否有唯一性？

習題 7.14：給定一個定義在有限集合的狀態空間上的馬可夫鏈，我們知道如果他是不可約的，
則定理 7.4.10及定理 7.4.12給出不變測度的存在性及唯一性。請去尋找 Perron-Frobenius定理的敘
述，並且拿來和這樣的馬可夫鏈做比較。

習題 7.15【問題 7.4.9】：給定 p ∈ (0, 1)並考慮由下列轉移矩陣定義，在 Z上的隨機漫步：

Q(i, i + 1) = p,

Q(i, i − 1) = 1 − p.

在 p ̸= 1
2 的情況下，構造兩個不同的不變測度（若只相差常數倍，我們仍將他們視為相同）。

習題 7.16【Kolmogorov條件】：考慮轉移矩陣為 Q，在可數集合 E 上的馬可夫鏈，並假設他是
不可約的。證明若且唯若下列兩條件成立，則存在可逆測度（但未必是機率測度）。

• 對於所有 (x, y) ∈ E2，若 Q(x, y) > 0，則我們也有 Q(y, x) > 0。

• 對於所有的 x0, x1, . . . , xn = x0，若∏n
i=1 Q(xi, xi−1) > 0，則我們有

n∏
i=1

Q(xi−1, xi)
Q(xi, xi−1)

= 1.
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習題 7.17【Ehrenfest模型】：給定整數 N ⩾ 1並考慮由下列轉移矩陣定義，在 {0, 1, . . . , N}上
的馬可夫鏈：

Q(j, j + 1) = N−j
N 若 0 ⩽ j ⩽ N − 1,

Q(j, j − 1) = j
N 若 1 ⩽ j ⩽ N.

此模型描述一個透過連通管連接的左右兩個空間，且含有 N 個粒子的系統，在每個步驟中，均
勻隨機選擇一顆粒子，將他透過連通管送到令一個空間中。馬可夫鏈 (Xk)k⩾0 紀錄左邊空間中粒
子個數的變化。

(1) 請找出此馬可夫鏈至少一個不變測度，是否有唯一性？

(2) 證明存在唯一的不變機率測度 π，計算 π。

將不變測度記作 π，並對在時間 k ⩾ 0的馬可夫鍊定義下列熵 (entropy)：

∀k ⩾ 0, H(Xk) = −
N∑

i=0
P(Xk = i) ln

(P(Xk = i)
πi

)
.

(3) 利用琴生不等式，證明此熵隨著時間而遞增，並求其極限。

(4) 請描述與熱力學第二定律的關係。
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